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Introduccion

El procesamiento de datos es una de las dreas de conocimiento mas basicas
que un ingeniero geofisico deberd manejar durante su ejercicio profesional,
bién sea porque el profesional se desempene directamente como analista en
un centro de procesamiento, o porque actuando como interprete deba enten-
der las virtudes y limitaciones de cada una de las técnicas numéricas con que
se traten los datos de una zona prospectiva. Pensando en estos términos se
presenta este curso corto cuyo objetivo consiste en familiarizar al estudiante
con algunos de los métodos mateméaticos y numéricos bésicos del andlisis de
senales. Se introducen las ideas fundamentales acerca del andlisis de senales
analogicas, energia de una senal, series e integrales de Fourier, convolucién y
correlaciéon. Se introducen también algunas ideas acerca de sistemas lineales
haciendo énfasis en la representacion en términos de funciones de transferen-
cia y se extienden estos resultados al caso de senales discretas.

Las preguntas y ejercicios que aparecen a lo largo del desarrollo principal
del texto constituyen una componente fundamental del curso, se pretende
que el estudiante elabore las ideas desarrolladas en el libro. Ademas de es-
tas preguntas algunos capitulos contienen secciones de problemas y ejercicios
complementarios. También aparecen algunos programas que el estudiante
deberia probar en algiin computador, debemos insistir en que solo la manip-
ulacion constante de las ideas que se presentan en este curso le permitiran al
estudiante obtener un dominio operativo adecuado de los temas en discusion.

El texto incluye una bibliografia no muy extensa pero si enfocada, tanto
a complementar algunos detalles matematicos dificiles, como a destacar las
aplicaciones a la geofisica, en todo caso el estudiante deberia mantener la
postura de que los metodos matematicos que se le estdn presentando son
totalmente generales y pueden aplicarse en cualquier rama de las ciencias o
la ingenieria en que se este lidiando con series numéricas.

El curso consta de once (11) capitulos adecuados para un curso de doce
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semanas que se dicta en la universidas Simén Bolivar. La presentacion fi-
nal es producto de las notas de clase del Prof. M. Caicedo quien dicté el
curso durante cuatro anos seguidos. La profesora M. Aldana ha probado y
revisado el material en el mismo curso durante tres anos méas encontrando
resultados bastante positivos. El material también ha sido utilizado y revisa-
do por estudiantes tesistas de Ing. Geofisica durante el desarrollo de sus tesis
de pregrado.

Deseamos agradecer a la Ing. Scarlet Castro quien durante el desarrollo
de su tesis de grado redact6 la primera versiéon del capitulo 11 (acerca de
la transformada répida de Fourier). También debemos agradecer a la Ing.
Carmen Pérez por su ayuda en la transcripcion final del trabajo a su versién
en KTEXy a nuestro administador de red Lic. Mauro Varela quien depuré las
instalacion del compilador de KTEX.

Dr. M. 1. Caicedo Dra. M. Aldana
Departamento de Fisica Departamento de Ciencias de la Tierra



Capitulo 1

Series de Fourier

1.1. Series de Fourier Trigonométricas

El teorema de Fourier es la base fundamental de todo el andlisis clasico
de senales, tanto en el enfoque determinista como en el enfoque estadisti-
co. El teorema establece que cualquier funcién periddica de cuadrado inte-
grable (ver definicién 1) puede ser expresada como la suma pesada (combi-
nacion lineal 6 superposicién) de un nimero -en principio infinito- de fun-
ciones trigonométricas cuyos periodos dependen en una forma muy precisa
del periodo de la funcién original. Desde el punto de vista de las aplicaciones,
el andlisis de Fourier (o andlisis espectral) es un ingrediente fundamental para
el diseno y aplicacion de filtros.

La primera nocién que necesitaremos para adentrarnos en el estudio del
andlisis armonico es la siguiente:

Definicién 1 Se dice que una funcion de variable real y valores reales es
de cuadrado integrable (f € L*[a,b]) en el intervalo [a,b] si f satisface la
condicion:

b
/fz(t)dt < o0 (1.1)
a
en este punto esta definiciéon parece bastante abstracta, sin embargo, tiene

un significado fisico bien interesante sobre el cual elaboraremos en la seccién
(1.3). En todo caso, habiendo precisado mateméticamente los términos, es
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posible enunciar el teorema de Fourier! como sigue:

Teorema 1 Toda funcién periddica (f(t +1T) = f(t)) y de cuadrado inte-
grable (f € L*[-T/2,T/2]) puede aprozimarse en forma tinica por una serie
trigonométrica como sigue:

f(t) = % + io: ancos(wpt) + f: bnsen(wpt) (1.2)
n=1 n=1

donde las cantidades: w, = 2% Y wp, = nw, se denominan “frecuencia funda-
mental” y “subarmonicos” de f.

Tratemos de comprender el contenido de este teorema. La expresion (1.2)
es una aproximacién a la funcién f en términos de funciones armoénicas de
diferentes frecuencias (todas ellas multiplos enteros de la frecuencia funda-
mental) donde los coeficientes (a,, b, n=0,1,....) representan los pesos que
cada una de las componentes armonicas tiene en la funcién f.

Ejemplo 1 Para ser un poco mds explicitos, consideremos la funcion:

3 1
ft) = 2sen(§w0t)cos(§w0t) (1.3)
En primer lugar debemos observar que esta es una funcion de cuadrado
integrable (ejercicio). Adicionalmente, el uso de identidades trigonométricas

estdndar o de la notacion compleja (e = cos £ isenf) permite escribir:

f(t) = sen(wot) + sen(2wpt) (1.4)

donde -en virtud del teorema (1)- se reconoce la serie de Fourier de una
funcion de periodo T = 27 /wy en la que todos los coeficientes, excepto by y
by, son nulos mientras que los dos coeficientes no cero representan un peso
wqual a 1.

Ejemplo 2 Como sequndo ejemplo consideremos la suma (sobre la que ten-
dremos mds que decir en el futuro) :

f(t) = sen(t) + sen(3t)/3 + sen(5t)/5 + sen(7t)/7 + sen(9t)/9  (1.5)

'La prueba del teorema es bastante técnica y acd nos limitaremos a referir al lector
interesado a la literatura, sugiriéndole en particular el texto de Courant y John [1]
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Es claro que esta es una serie de Fourier de 5 términos. En que los pesos
de las frecuencias mas altas son menores que los pesos de las frecuencias
bajas.

Volviendo al problema de representacion de una senal periddica arbitraria,
es claro que el problema bdsico del anélisis (calculo de los coeficientes) de
Fourier y la posterior reconstruccién (sintesis) de la senal en términos de las
sumas parciales de la serie requiere de alguna metodologia sistematica para
el calculo de los coeficientes. Y este es el tema de la siguiente seccién discute
el problema del célculo de tales coeficientes.

Ejemplo 3 Antes de entrar en el problema del cdlculo de los coeficientes
queremos retomar el ejemplo 1 para introducir otra nocion, a saber, la de
“filtrado en frecuencia’. La representacion de la funcion (1.3) como suma de
un par de funciones trigonométricas, puede interpretarse como la superposi-
cion de dos armdnicos, uno de baja frecuencia (wy) y otro de alta frecuencia
(2w ). La funcidn:

fr(t) = sen(wot) + 0,1sen(2wyt) (1.6)

es una version de f en la que las altas frecuencias han sido “atenuadas” a un
10% de su valor original. Ciertamente, f(t) # fr(t), y esto no es mds que
el resultado de la aplicacion de un filtro de atenuacion de altas frecuencias.

Ejercicio 1 Con el fin de visualizar el efecto de un filtro de reduccion de
altas frecuancias grafique la funcion

fr(t) = sen(t) + asen(10t) (1.7)

para diversos valores de ) < o < 1 observando que el limite en que o = 0 es el
limite en que la componente de alta frecuencia se ha eliminado por completo

Ejercicio 2 Imagine una funcion que contenga tres escalas de frecuencia
diferentes, ‘?como se pueden amplificar o atenuar las componentes de las
frecuencias altas, medias y bajas®?

2Una forma maés familiar de imaginar este proceso de filtraje en frecuencia lo constituye
el elemento ecualizador de un equipo de alta fidelidad. Los movimientos de los diferentes
diales del panel de control tienen por efecto la atenuacién o amplificacién de ciertas bandas
de frecuencia del sonido que estamos intentando reproducir. En general, el trabajo de un
ingeniero de senales consiste en dise ar y aplicar, juiciosamente, un conjunto de filtros, para
modificar un conjunto de se ales hasta obtener lo que considere el resultado esperado.
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1.2. Calculo de los Coeficientes

Vamos a comenzar esta secciéom discutiendo un conjunto de identidades
integrales conocidas como relaciones de ortogonalidad [2]. Consideremos la

integral:
T

7
I o :/ dt sen(wpmt)sen(wyt) (1.8)
T
-3
Si m y n son distintos podemos escribir:

I n, = %/_2 dt {cos|(wm — wp)t] + cos[(wm + wy)]} (1.9)

N

que es una integral trivialmente nula. Si m y n son iguales, (1.8) adopta la
forma:

1 [z T
Liyn = = dt {1 —coswpt)} = — (1.10)
’ 2 T 2
En definitiva, podemos escribir:
T
5 mn = Eémn (1.11)

donde el simbolo: d,,, se denomina delta de Kronecker y esta definido como
sigue:

lsim=n
5mn_{ Osim#n (1.12)

Anélogamente, es posible probar (ejercicio) que las integrales:

Iomn = /72; dt cos(wpt)cos(wnt), v (1.13)

| 3
I3 = /T dt cos(wmt)sen(wyt) (1.14)

tienen los valores: 2
Iymn = %5’”" (1.15)
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Las tres identidades (1.11)(1.15) y (1.16) son las denominadas relaciones de
ortogonalidad.

Volvamos sobre el punto que realmente nos interesa: el calculo de los
coeficientes de Fourier. Si multiplicamos la ec (1.2) por sen(w,t) e integramos
en un periodo completo, obtenemos la igualdad:

T

/ g dtsen(ut) (1) = / " sentiy)

r
2

% + Z ancos(wpt) + Z by sen(wpt)
n=1 n=1

(1.17)
Cambiando el orden de suma e integracién (ejercicio: jcuando se puede
hacer esto?) y observando con un poco de cuidado, es claro que el miembro
derecho de la identidad anterior se puede reescribir en la forma:

dtsen (wyt) + Z ands pn + Z bulipn  (1.18)

n=1 n=1

dtsen (wyt) f (t) = ag

|
“’H\»NH

|
"’H\;MH

de donde sigue de inmediato el siguiente resultado:

dtsen (wyt) f(t) = gi brdpn, (1.19)
n=1

|
ol iy

El miembro derecho de esta igualdad se escribe explicitamente en la forma:
T T
5 Z bnépn - 5 (b15p1 + b2(5p2 + ...+ bpépp —+ ... ) (120)
n=1

Recordando la definicién de la delta de Kronecker (1.12), es evidente que casi
todos los sumandos que se encuentran dentro del paréntesis se anulan y que
el inico que sobrevive es el término:

T T

De aqui sigue de inmediato que:

5 7
b, = T / dtsen (wpt) f (1) (1.22)
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Un célculo parecido, permite probar (ejercicio) que los coeficientes que
restan se calculan segiin las férmulas:

0, — % / dtcos (wyt) f (¢) (1.23)
Y T
o= [ def ) = (5) (1.24)

donde el simbolo (f) representa el valor promedio de f.

1.3. El Espacio de las Funciones de Cuadrado
Integrable

En este punto vamos a retomar el problema de interpretar la condicion
f € L?[a,b] que aparece en la definicién 1. Nuestro objetivo en geofisica
(y también en cualquier otra drea de ciencias o ingenieria) consiste en es-
tudiar senales que estén asociadas a procesos fisicos; estamos interesados,
por ejemplo, en estudiar un sismograma. El tipo de senal que nos interesa
estd usualmente asociado a la propagacion de algtin tipo de onda, es decir,
estamos haciendo una identificacién senal ~ onda. Una de las cosas que se
discuten en cualquier curso basico de teoria de ondas es la identidad:

ENERGIA x / dtPOTENCIA ~ / dt (v)?

donde v es la amplitud de la onda (seal). Asi, la condicién de integrabilidad
del cuadrado de la se al corresponde con la condicién fisica de finitud de la
energia asociada a la onda.

Desde el punto de vista matemaético, el conjunto de las funciones de
cuadrado integrable sobre un intervalo L?[a,b] presenta propiedades muy
interesantes. La primera de ellas es que tal conjunto constituye un espacio
vectorial (ejercicio: demuestre esta afirmacién). La segunda propiedad es
ain mas interesante y depende de la siguiente definicion:
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Definicién 2 El “producto interno” (o escalar): {|) de dos funciones de
L?[a,b] estd dado por la férmula:

(f 19} = / £ (t)g(t)dt (1.25)

Se puede probar (ejercicio este es un ejercicio bien dificil que solo recomen-
damos a los muy interesados) que el par (L?[a,b] , {|) ) constituye un “es-
pacio vectorial con producto interno®, es decir, un conjunto que tiene las
propiedades algebraicas del espacio 2 con el producto escalar (-) ordinario.
Introduciendo una definicién mas, podemos anadir propiedades métricas al
espacio de las funciones de cuadrado integrable.

Definicién 3 La norma de un elemento de L? [a, ] estd dada por la férmula:

IFI1P = (f |f) (1.26)

Con esta definicién, resulta que el triplete (L?[a,b], (|), || ||) tiene no sélo las
propiedades de un espacio vectorial con producto interno, sino que, ademas,
la norma, define una nociéon adecuada de longitud y por lo tanto de distancia,
esto a su vez induce una idea de cercania® lo que en definitiva lleva a poder
hablar de limites. De hecho, se puede probar [3] que L?[a,b] (de ahora en
adelante usaremos esta notacién para referirnos al triplete (L?[a, 8], {|), || ||))
constituye un espacio de Hilbert. Para no complicar més, diremos de manera
mas bien intuitiva que:

Definicién 4 Un espacio de Hilbert (EH) es un espacio vectorial normado,
cuya norma proviene de un producto interno y en el que todas las sucesiones
que parecen cONMVETJer, convergen.

La nocién anterior parece un poco extrana pero en realidad es bastante sen-
cilla como podremos ver con un ejemplo. Consideremos la siguiente sucesion
de ntimeros racionales:

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414214, 1.4241135, ...
evidentemente esta sucesion tiende a /2 y aca esta la sutileza: como sucesién
de nimeros racionales la sucesién no tiene limite ya que v/2 no es un nimero
racional. Sin embargo, si pensamos en la suceciéon como una sucesion de

3dos elementos f y g de L? estdn cerca si y solo si: ||f — g|| — 0
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numeros reales, el limite estd en R y por lo tanto la sucesion converge, R es
un EH.

El hecho de que L?[a, b] constituya un EH es lo que permite asegurar que
las series de Fourier convergen; sin embargo queda una pregunta obvia: ;FEn
qué sentido es que convergen las series de Fourier? sobre la que volveremos en
la seccién 1.4. Por el momento, queremos llamar la atencién sobre la siguiente
observacion, si definimos:

1

Po(t) = T (1.27)

on(t) = \/gcos(wnt) n=12... (1.28)
0.(t) = \/gsen(wnt) n=12... (1.29)

y utilizamos el intervalo [—T/2,7/2] como intervalo de integracién en la
definicién 2, las relaciones de ortogonalidad (1.11)(1.15)( 1.16) pueden reex-
presarse en la forma

<¢n|¢p> = 5np7 <¢n|0p> =0, etc (130)

y la serie de Fourier de f adopta la forma

F(O) =) ann(t) + Y buba(t) (1.31)

donde, los coeficientes se calculan segtin

ap = (dplf) (1.32)
by = (6plf) (1.33)

Ahora bién, llendo atrds a las nociones elementales del dlgebra lineal
recordaremos que si se tiene un espacio vectorial de dimensién N con pro-
ducto interno <, > y un conjunto de N vectores linealmente independientes,
vy, k=1,2,..., N siempre es posible utilizar dichos vectores vectores parta
construir una base ortonormal* u, £ = 1,... N en términos de la cual todo
vector se expresa como:

N
W= Zanuk, a, =< up|w > (1.34)
k=1

“el proceso se conoce como ortonormalizacién de Gramm-Schmidt
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de manera que en estos términos podemos entender la serie de Fourier como
la expansién del vector f de L?[a, b] en la base de ( oo !!! ) vectores ortogonales

{¢n(t), 0n(t)}-
Las nociones que hemos discutido hasta ahora se pueden generalizar a
funciones con valores complejos introduciendo una modificaciéon en la nocion

del producto interno.

Definicién 5 Dadas dos funciones
fl:[a,b]g%%(?, fQI[(l,b]géRHC

el producto interno entre ellas se define a través de la formula

o 1fe) = / F7(0) fa () dt (1.35)

1.4. Convergencia Media Cuadratica y Con-
vergencia Uniforme de las Series de
Fourier.

Una observacién sumamente interesante con respecto a los coeficientes
de Fourier es que éstos pueden encontrarse como soluciones a un problema
de optimizacion. En efecto, considérese la siguiente suma finita (escrita en
notaciéon compacta):

Sy = andn (t)+ > baby (t) (1.36)

Dada una funcién f € L? [a, b] definamos la siguiente funcién positiva de los
coeficientes:

Ji(ao, ay, .., an; bo, by, ..bx) = ||f — Syl (1.37)

Y hagamos la siguiente pregunta:

scudles son los valores de los coeficientes que minimizan la fun-
cion Jg(ag, ar, ...,an; bo, by, ...bx) 7.
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Antes de intentar dar la respuesta, tratemos de entender el sentido de la
pregunta. La funcién Jy es el cuadrado de la “distancia’entre la funcién f
y la suma Sy, de manera que el problema de minimizar J; es equivalente
al problema de minimizar el cuadrado de la distancia entre la suma Sy y la
funcién f.

Habiendo entendido las cosas podemos dar la solucion a nuesta incégnita.

Teorema 2 La solucion al problema de minimizacion propuesto estd dado
por las formulas (1.32)y (1.33)

DemostraciénLa demostracién queda como ejercicio (basta con buscar los
puntos criticos de J;). W

El teorema anterior se puede reenunciar de otra forma diciendo que: la
serie de Fourier de una funcion representa la mejor aproximacion a la fun-
cion en el sentido de los Minimos Cuadrados. Desde el punto de vista de la
convergencia, se puede probar que cuando se pretende aproximar funciones
continuas, las series de Fourier “convergen uniformemente”[4]. Para no com-
plicar las cosas con demasiados tecnicismos, baste con decir que, cuando
una sucesion de funciones converge uniformemente a una funcién continua
en un cierto intervalo, la sucesién aproximante se mantiene a una distancia
pequena de la funcién limite dentro de todo el intervalo. Esto es diferente
de lo que ocurre con la convergencia puntual, en que la distancia entre la
funcion limite y la aproximante depende del punto. La importancia de la
convergencia uniforme es grande, ya que es en virtud de ella que se puede
demostrar la siguiente afirmacion:

Teorema 3 (que no se demostrard) Las series de Fourier pueden derivarse
e integrarse término a término.

1.5. El Fenémeno de Gibbs

En vista de que las funciones que se superponen para calcular la suma
de una serie de Fourier son continuas, la convergencia de la serie es nece-
sariamente a una funciéon continua. En consecuencia, resulta evidente que si
pretendemos aproximar una funciéon discontinua, debe aparecer algin tipo
de anomalia. Esta anomalia se manifiesta en que, en un entorno de la dis-
continuidad, las sumas parciales de la serie de Fourier oscilan fuertemente
alrededor de los valores de la funcién limite a la izquierda y a la derecha
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Figura 1.1: La onda cuadra- Figura 1.2: Una aproxi-
da aproximada por la suma macién mejor, se han toma-
de los primeros 2 términos do en cuenta 3 términos de
de la serie 1.39 la serie de Fourier

de la discontinuidad. La observacion notable, consiste en que es imposible
atenuar estas oscilaciones ain en el limite en que el nimero de términos en
la suma parcial de la serie tienda a infinito.

Para ilustrar el fendmeno recurriremos a un ejemplo, consideremos la
extension periddica de la funcion

. -1 si —@w<t<0
F(t):{+1 si 0<t<m (1.38)

que evidentemente representa lo que usualmente se denomina “onda cuadra-
da“ cuya serie de Fourier estd dada por la férmula (ejercicio):

Z 2m1—l— T sen [(2m +1)1] (1.39)

m=0

S(="

Al sumar algunos términos de la serie obtenemos los resultados que se
observan en las figs (1.1)(1.2) y (1.3)
1.6. Series de Fourier Exponenciales

En esta secciéon vamos a extender los resultados anteriores a funciones
complejas de cuadrado integrable. Con el fin de motivar la discusién, consid-
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Figura 1.3: Acé se esta graficando la suma de los primeros 6 términos de la
serie 1.39, es claro que la aproximaciéon mejora al incluir términos de alta
frecuencia, sin embargo cerca de la discontinuidad se mantiene la anomalia
asociada al fenémeno de Gibbs

eremos una funcion periédica real de cuadrado integrable y su desarrollo en
serie de Fourier trigonométrica:

f(t) = % + i ay, cos(wpt) + i bnsen(wyt) (1.40)

Si definimos las cantidades complejas: (i =+/—1 ):

a
ap = 5” (1.41)
— b
ap = TP A0 (1.42)

2

podemos reescribir la serie original de la siguiente manera

o

ft)=ao+ Z (a4 o) cos(wpt) + Z (o, — ) isen(wyt) (1.43)



Filtros Digitales M. I. Caicedo y M. Aldana 20

o reordenando términos y utilizando la notacion compacta de la seccién an-
terior:

F(O) = a0+ Y an ($n(t) +i0a(8) + D af (dult) = i6a(1)),  (1.44)

este ultimo resultado puede reducirse un poco méas utilizando exponenciales
complejas para obtener

ft) =00+ Y e+ apeirt (1.45)
n=1 n=1
De la definicién de los coeficientes (a,, n = 0,1,....) se deduce (esta

propiedad sélo es cierta para funciones reales) que:

a_, =a (1.46)

n

lo que permite escribir finalmente:

F#) =" ane™ (1.47)

n=—oo

0 en términos de la definicidon:

Un(t) = Pn(t) +i0,(t) = ™! (1.48)

o
FB) = antu(t) (1.49)
n=-—oo

Esta ultima expresion muestra como puede representarse a una funcion periédi-
ca real en términos de una serie de exponenciales complejas, este resulta-
do puede extenderse a la representacion en serie de funciones en términos
no solo de funciones trigonométricas 6 exponenciales complejas sino a otras
"basescomo veremos a continuacion. Por el momento nos limitaremos a lla-
mar la atencion acerca de que utilizando el producto que hemos definido
hasta ahora

< |y >= T4 (1.50)

lo que implica que los coeficientes de Fourier complejos (a,) se calculan segtin:

0y = s < Uyl > (151)
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1.7. Bases Ortonormales

En las secciones anteriores hemos discutido las bases trigonométricas y
exponenciales del espacio de las funciones de cuadrado integrable. Es claro
que estas funciones de base no son de médulo unitario (|[...||* = (... [...) = 1)
y esto produce los molestos factores 1/ (... |...) en el cdlculo de los coeficientes.
Estos factores desaparecen si introducimos bases ortonormales a través de la
simple definicién (el simbolo sustituye a cualquier funcién de base que se
quiera normalizar).

®n (t) = Qn/ (0 |®n)

Las relaciones de ortogonalidad y los coeficientes de Fourier se calculan de
forma mas sencilla, como veremos en los ejercicios. En el siguiente capitulo
nos dedicaremos a discutir un conjunto de relaciones interesantes que per-
miten expresar el hecho de que un conjunto de funciones constituye una base
completa. Antes de entrar en esa discusién veamos un poco més acerca de lo
que entenderemos por la palabra “filtro“.

1.8. Dos Filtros Conocidos: La Derivada y La
integral:

Consideremos una funcién f y la operacién (D) que a esta funcién hace
corresponder su derivada:
p df
s
dt
Esta operacion manda a un conjunto particular de funciones en otro de
forma lineal, esto es:

(1.52)

D:F—F (1.53)
linealmente, es decir, que para cada par de funciones f y ¢ y para toda
constante « la siguiente relacion es cierta:

D(f+ag)=D(f)+aD(g) (1.54)

Para todos nuestros fines, cualquier operacién con esta caracteristica (LIN-
EALIDAD) se denomina un FILTRO. De hecho, y para ser definitivos en la
nomenclatura, en todo lo que sigue las siguientes expresiones (o palabras)
seran sinénimos:

OPERADOR LINFAL — FILTRO — OPERADOR
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Observemos que, segin estos términos, la integracion también es un filtro, en
efecto, la integracion es una operacion lineal sob re el espacio de las funciones
y por lo tanto constituye un filtro.

Es importante senalar que los mismos filtros pueden tener formas aparatosa-
mente diferentes cuando se aplican en diferentes representaciones (dominios)
de los objetos sobre los que actiian. Para entender un poco mejor esta afirma-
cién, consideremos de nuevo el filtro derivador (D). En el dominio del tiempo
(esto es, entendiendo a la funcién como funcién del tiempo), el operador de
derivada es un filtro de “dos puntos“. En efecto, dado un parametro peque
oh (h—0) el operador D se define segin:
ft+h)—f(t)

h

D[f)(t) = f(t) = lim (1.55)

h—0

Esto constituye lo que se denomina un filtro de dos puntos porque necesito
los valores de f en dos puntos diferentes (¢ + h y t) para obtener el valor
de D(f) en t . En el dominio de la frecuencia (esto es, luego de efectuar
el andlisis espectral de f y entender a la serie de Fourier como una funcion
de los coeficientes) y suponiendo funciones periddicas, si f y su derivada se
representan por:

f(t) - Z a”¢”<t) + Z bnd’ﬂ@) (1.56)
df = =
AP DULAUED SUTHY (1.57)

el filtro D actia sobre el conjunto de coeficientes {a,,b,} para producir el

conjunto de coeficientes {dn, bn} en la forma (ejercicio: jpor qué?) :

D({an,bn}) = {&nai)n} (1.58)

A

an = Wibn, bp=—-wpa, n=12,... (1.59)

Ejercicio 3 Describa en palabras el efecto del filtro diferenciador sobre una
serie de Fourier. ;Qué ocurre con la componente de frecuencia nula?.

Ejercicio 4 ;Qué puede decir de la integracion?, ses un filtro?, en caso
afirmativo, scomo actia?.
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1.9.

1.

Problemas

Encuentre la Serie de Fourier de las continuaciones periddicas de las
siguientes funciones (Nota: hay una forma fécil de hacer esto):

—tsite (—m,0)
@) f(t)= { tsite(0,m)

[ L+1site(—m0)
b) f) { Lsite(0,m)

., Cudl de las series que acaba de calcular tiene las mejores propiedades
de convergencia 7; j por qué?. Sugerencia: Escriba un par de programi-
tas para graficar las funciones que esta estudiando y entender mejor lo
que ocurre.

Demuestre que si una funcién es par los coeficientes de Fourier {b,}
son todos nulos, ;Qué ocurrira en el caso de las funciones impares?.

Demuestre la férmula (teorema) de Bessel-Parseval: dada una funcién
periddica con valores reales de cuadrado integrable, la siguiente es una

identidad:
T/2

/ dtf* (t) = ap+b
—T/2 n
., Puede dar una interpretacion fisica de esto 7; Qué puede decir desde

un punto de vista geométrico ?.

Considere las exponenciales complejas discutidas en la seccién 1.6. De-
muestre que utilizando el producto interno hermitico, estas exponen-
ciales satisfacen las relaciones de ortogonalidad:

<77Z)p |¢n> = T(Spn

y que, en consecuencia, los coeficientes de Fourier ( «,, ) se calculan
segun:

1
oy = = {0y 1T (1)

Generalice la férmula de Bessel-Parseval para funciones con valores
complejos.
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7. Considere la continuacién periédica de la funcién: f(t) = t* si t €
(_ﬂ-vﬂ-)

a) Encuentre la serie de Fourier de esta funcién.

b) Evalue la serie en t=m para demostrar la igualdad:

o
1 2

2
—~n 6
8. Grafique las sumas parciales de la serie que representa a la onda cuadra-
da, trate de evaluar el .°vershoot”(A), es decir, la diferencia entre el
méximo valor que toma la suma (.S;) de los primeros k términos de la
serie y el valor maximo de la onda cuadrada, es decir, trate de medir

A = maz(Sg) — 1.
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Capitulo 2

La Delta () de Dirac y la
Relacion de Clausura

2.1. Definicion de la § de Dirac

Vamos a comenzar este capitulo (bastante corto por cierto) discutiendo
algunas propiedades de una funciéon bastante simple:

Ae(t_g):{ %S_ite(:—éé_gg (2.1)

El grafico de esta funcion consiste en un rectangulo de ancho € y altura
1/€ cuya base esté centradaen el punto ¢ como muestra la figura 2.1.

Ciertamente, para todo valor real de ¢, el area bajo el grafo de la funcion
es 1; sin embargo, es interesante notar que atin cuando esto sigue siendo cierto
para € — 0, en este limite A, deja de ser una funcién en el sentido estricto.
En efecto, ; qué sentido tiene decir que la imagen de ¢ bajo A, es infinito?.
Claramente, esto es curioso, pero mientras nos mantengamos alejados de este
limite todo esta bien definido y no hay ningiin problema.

Consideremos adicionalmente una funcién analitica en ¢ , esto es, una
funcién expresable como una serie de potencias alrededor de dicho punto:

F@&)=fO(%) + ) (t-t) + %f@) () (t—1) + ... (2.2)

Pretendemos calcular el limite impropio:

26
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1/e 4

4

Figura 2.1: La funcién A.(t — t)

I / dt (1) [lim A1~ 1) (2.3)

Es decir: j j j queremos calcular la integral del producto de f por A, en
el limite en que este ultimo objeto carece de sentido como funcion !!l. En la
regién en la cual el célculo tiene sentido (e # 0), la integral converge de forma
adecuada, en consecuencia, podemos tanto invertir el orden de integracion y
calculo del limite, como sustituir a f por la serie que la representa. Efectuando
estas dos operaciones, la integral se puede escribir en la forma:

I = lim [ dt [fO) + fOE) - D)+ (2.4)

que luego de un cambio de variables elemental y del uso de la definicion de A,
, se reduce a la siguiente integracién (que puede realizarse término a término)

[l [ e {f@ (6) + rV (B e+ %f@’ D+ ... (2.5)

e—=0 € [—e
2

La integracion se efectia de forma inmediata para obtener
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I —tim L (er© 2¢% (o)
=lim- (&f (134—? (€) + ... (2.6)

e—0 €

que claramente es un limite regular convergente al valor:

I=f() (2.7)

Definicién 6 La distribucion delta de Dirac, se define como el valor del
limite impropio

0(t—1t) =lmA, (t-1) (2.8)

En términos algo pictéricos y ciertamente imprecisos, puede decirse que la
0 de Dirac debe entenderse como un pico altisimo de anchura cero localizado
exactamente en el punto ¢. La definicién que acabamos de dar posee algiin
valor operativo para ciertas aplicaciones, sin embargo, desde el punto de vista
tedrico es mejor decir que

Definicién 7 La “funcion “ (distribucion) § es el inico objeto con la propiedad
de que para toda funcion integrable f y todo intervalo I se satisface la sigu-
iente identidad:

0stael

/dtf(t)é(t—a):{f(a) o (2.9)

En este punto vale la pena destacar un par de observaciones, la primera
es el hecho de que la § de Dirac corresponde a una versién continua de la
d de Kronecker, y la segunda, el hechoi de que la delta es dimensional (si ¢
representa una variable temporal, la delta tiene dimensiones de 1/tiempo).

2.2. La Relacion de Completitud

Recordemos la expresion de una funciéon peridédica de cuadrado integrable
en términos de una serie de Fourier de exponenciales complejas:

FO) =" ane™! (2.10)

n=—oo
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Si en esta expresion sustituimos directamente el valor de los coeficientes en
términos de las integrales adecuadas, resulta la siguiente expresion explicita

/2
f(t) = Z %/dsf(s)e“’”s etnt (2.11)
n=—00 —T/2

Intercambiando el orden de suma e integracion, la igualdad anterior se
puede reescribir en la forma

T/2
1
f@:/@m%ZF”WW} (212)
-T/2 -
Definiendo el ntcleo o “kernel* de la integral como
K(t,s) = 1 i e~ Wnselont (2.13)
’ T n=—oo ‘

es claro que la expresion se reduce a la simple formula:

T/2

0= [ asto)K s (214)
~T/2
valida para toda funcién periddica. Recordando la definicién 7 de la ¢ de
Dirac, es claro que el iltimo resultado implica la identidad

K(t,s) = 6,(t —s) (2.15)

donde 4, es la extensién periddica de la delta'. Esta identidad es conocida
como relacién de cierre (o relacién de completitud o relacién de clausura) y
es la expresion analitica del hecho de que las exponenciales complejas confor-
man una base del espacio de Hilbert de las funciones periédicas de cuadrado
integrable.

len forma desarrollada la relacién de clausura para las exponenciales complejas es

Z e Mnselont = T§ (t — s)

n=—oo
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2.3. Problemas

1. Considere la campana de Gauss:

1 (t-D°

2mo

9o (t) =

a) Grafique esta funcién para diferentes valores de o y ¢

b) Demuestre que:
o0

/dtg(t) —1

—00

¢) Demuestre que:
lim g;, () =6 (t — 1)

o—0

2. Repita el ejercicio anterior con la curva “Lorentziana“

Lg,T<t>=1[( d

T (t—1) + T2

3. ;Puede generalizar el resultado obtenido en los dos ejercicios anteriores?
(si no se le ocurre algo lea la referencia [3])

4. Muestre que la relacion de clausura se puede encontrar buscando los
coeficientes de Fourier del desarrollo de 9.

5. Escriba un programa que muestre la relacion de cierre para el caso de
funciones pares periddicas.

6. Demuestre que:

faro 0

t
R



Capitulo 3

Transformacion de Fourier

En el capitulo 1 hemos aprendido como es posible descomponer una senal
periddica de energia finita en sus componentes espectrales. Lamentablemente,
las seniales que se comportan en forma periddica son pocas y cabe preguntarse
acerca de la posibilidad de construir una descomposicion espectral de una
senal no periddica.

La respuesta a esta inquietud viene dada en términos de la transforma-
ciéon de Fourier, que consiste en una generalizacion que permite efectuar el
analisis (descomposicion) espectral de senales no periddicas de energia fini-
ta. El analisis de Fourier de las senales de este tipo obliga a pensar en la
frecuencia como una nueva variable continua.

3.1. La Transformada de Fourier: Definicion

Como recien hemos comentado, pretendemos estudiar senales no periodi-
cas en general. Para poder entrar en tal programa es necesario generalizar la
definicion 1 para extenderla al conjunto de las funciones de cuadrado inte-
grable sobre los reales.

Definicién 8 Se dice que una funcion de variable real y valores complejos
(f : R — C) es de cuadrado integrable ( f € L*(R) ) sobre los reales si y
solo si [ satisface la condicion:

/ FH () f(t)dt = / O dt < oo (3.1)

31
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Evidentemente, esta definicion describe a las senales no periddicas cuya
energia total es finita y por lo tanto es de relevancia fundamental para toda
la discusion posterior. Por cierto que no resulta dificil darse cuenta de que
una funcién f € L*(R) debe decaer fuertemente tanto en el pasado como en
el futuro remotos, es decir, debe tener la siguiente propiedad:

lfm f(t) =0 (3.2)

t—+oo

Vamos a tratar de aproximarnos al problema del anélisis espectral de una
funcién de cuadrado integrable de forma intuitiva. Con este fin, consideremos
una funcién f € L?(R) e introduzcamos una funcién auxiliar fr definida la
siguiente manera, fr es una funcién periddica de periodo T" que coincide con
f en el intervalo (=T7/2,T/2).

Como consecuencia del hecho de que f es de energia finita fr € L?[—T/2,T/2]
y por lo tanto admite el desarrollo de Fourier

frt) =) ane™! (3.3)

n=—oo

6, si substituimos explicitamente los coeficientes (ver problemas del capitu-
lo 1):

- T/2
fri= Y et | [ de s (3.4
n=Toe —T/2

Recordando la definicién de los subarménicos de la frecuencia fundamen-
tal, es facil escribir la siguiente identidad:

2T
T

a partir de la cual se puede encontrar una expresién para el reciproco del
periodo en términos de la diferencia entre dos subarménicos consecutivos:

(3.5)

Wpt1 — Wp =

1 Aw

= Wntl —Wn = o

T

Podemos sustituir esta expresién en la férmula (3.4) para obtener:

(3.6)
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T/2
[ A
fr =Y | goe [ dergees (3.7)
N —T/2

Ahora bien, debido a la definiciéon de fr, si tomamos periodos cada vez
mas$ largos (1" — o0), ocurrird que:

1.  Fr se acercard cada vez mas a f, esto es:

i
i fr—f

2. El conjunto de las frecuencias subarménicas {w,} se hace continuo de
manera que Aw — 0 y por lo tanto los limites de la integracién y la
suma cambian como sigue:

T/2

/d§—>/d§ y ZAwH/dw (3.8)

-T/2

En definitiva, y sin pretender que la argumentacion sea rigurosa, hemos
encontrado una expresién integral para f.

= [ e | [ aere] 3.9)

Esta expresién integral resume la forma en que deben efectuarse el andlisis
y sintesis espectrales de una senal no periédica de cuadrado integrable. En
la igualdad (3.9), podemos identificar la integral dentro del corchete como
el equivalente continuo de los coeficientes de Fourier de la senal aperiddica.
En efecto, cada una de las componentes arménicas (discretas) {en'} de una
senal periddica g tiene un peso dado por el correspondiente coeficiente de
Fourier {a,,} en el desarrollo de g. En definitiva, hemos encontrado que en
el caso de las funciones aperiédicas, la siguiente funcién f(w) de la variable
continua w:

= 7 / d¢ f(&)e ™" (3.10)
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que se denomina Transformada de Fourier de f, permite efectuar la sintesis
espectral de f segun la féormula:

f(t) dw ™' f(w) (3.11)

vl

que constituye la Transformada de Fourier inversa.

Evidentemente, la transformada de Fourier de una senal es una senal com-
pleja, de tal manera que es posible representar F' en las dos formas equiva-
lentes:

fw) = »(f@)+3(fw)
= A(w)exp™®) (3.12)

donde como es usual, las funciones de amplitud (o espectro de potencia) y
de fase estan dadas por las férmulas:

A@) = (R (i) + 9 (j) (3.13)

pw) = tan! - (3.14)
®(f)
Ejemplo 4 Calculo de la transformada de Fourier de la funcion:
f(t) = ealt (3.15)

Evidentemente esta funcion es par propiedad que puede ser aprovechada
para escribir la siguiente expresion explicita para F(w):

. 1 o) ] 2 o] eiwt _|_e—iwt
t) = — dt e~ Mtlgiwt — —/ dte ™ (—) =
f< ) vV 27 /_oo vV 2 0 2
= I +1I (3.16)

Ahora bién, al evaluar cualquiera de las dos integrales que aparecen en el
resultado anterior se obtiene trivialmente:

Lobsérvese que (ejercicio) f € L2(R)
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11
L=—F2

VT aFiw

de donde sigue el resultado final

s 1 1 1 atiw
—(aFiw)t — e ——— 3.17
¢ o VTaTFiw  JTa+w? (3.17)

A 2
for= i

El resultado obtenido es una funcion real y par de la frecuencia.

(3.18)

3.2. Formula de Inversion

En esta seccion vamos a utilizar las propiedades de la § de Dirac para
demostrar formalmente la férmula de inversion. Cabe senalar que, salvo por
algunos detalles técnicos concernientes a los conjuntos de funciones adecuados
y a la representacién de la ¢, la prueba que se va a presentar es totalmente
vélida, aunque difiere bastante de la demostracion clasica [1]. A pesar de su
simplicidad, la prueba que va a presentarse puede ser simplificada ain mas
con el uso de algunas herramientas mas poderosas que van a introducirse en
el capitulo 4; sin embargo, para no romper de una vez con el esquema y la
notacién que se utilizan en la mayoria de las referencias, vamos a discutir un
poco la construccion usual.

Para poder ir sobre la prueba, es necesario establecer la versiéon contin-
ua de la relacién de cierre; esto lo haremos presentando un teorema cuya
demostracion no daremos aqui.

Teorema 4 (Relacion de clausura) la 6 de Dirac admite la siguiente repre-
sentacion

S(t—1) = — / G (3.19)

T o o

Con la relacién de clausura en la mano podemos pasar de inmediato a de-
mostrar el teorema de inversion de Fourier, que enunciaremos a continuacion

Teorema 5 La formula de Transformacion de Fourier:

£ 1 OO —iw
flw) = —= / (e (3.20)



Filtros Digitales M. I. Caicedo y M. Aldana 36

es 1nversible y su inversa estd dada por:

(1) = \/% /_ " dwoet fw) (3.21)

DemostracionConsideremos la integral

1 I iwt 1 r —iw
I(t)= E_/ dwe \/_27_/ def (&) e ™" (3.22)

Invirtiendo el orden de integracion y agrupando adecuadamente los térmi-
nos en el integrando se obtiene el siguiente resultado intermedio

I() = / de f (€) % / due(t=6) (3.23)

que luego de apelar a la representacién integral de la o de Dirac y a las
propiedades de tal objeto, permite obtener finalmente el resultado que queriamos
probar.

o0

1) =5 [ dF©5(t-¢) = fiem (321)

—00
|

3.3. Derivacion e Integracion: otra visita

Consideremos una funcién f(t) y calculemos la transformada de de Fouri-
er de su derivada con respecto al tiempo f, es decir, tratemos de calcular:

f -
F[f iws 3.25
\/ 2m / ( )
al usar integracion por partes y utilizar que lzthiOO F(t)=0 Tesulta
F — S e*ZUJS O_O dS —iws —
i = o) ¢— fs)e
= dsf(s)e =i f(w) (3.26)

Vor )
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de esta manera hemos probado que la transformada de Fourier de la derivada
de una funcién se consigue multiplicando a la funcién por la funcion iw,
invitamos al lector a comparar este resultado con la solucion que debe haber
dado al ejercicio 4 que aparece en el capitulo 1.

Pensando en términos abstractos, es evidente que la integracién es la
operacion inversa a la derivacién lo que implica la relacion

if (w)

w

Fl /t F(s)ds] = — (3.27)

Ejercicio 5 ; Ve algin problema inmediato en esta operacion?

3.4. La Relacion Fundamental Entre Ancho
Temporal y Ancho de Banda en Frecuen-
cia.

En esta seccién vamos a comentar informalmente acerca de lo que en
Mecéanica Cuantica se denomina principio de incertidumbre, y que en el anéli-
sis de senales establece una relaciéon de enorme importancia entre una senal
descrita en el dominio del tiempo, y su transformada de Fourier. Volvere-
mos sobre este tema en el siguiente capitulo, en donde presentaremos una
demostracion completa del resultado.

Consideremos una senal f de cuadrado integrable que tenga una anchura
tipica dada por At (ver figura). El principio de incertidumbre establece que
el ancho tipico de la transformada de Fourier F de dicha sefial tendrd un
ancho tipico Aw que satisface la relacién:

AtAw >1 (3.28)
Un ejemplo de esto lo representa una exponencial compleja monocromaética;
tal senal esta dada por la férmula:
f(t) = et (3.29)

que representa una onda armoénica de una sola frecuencia. Trivialmente, la
transformada de Fourier de esta senal esta dada por:

~

fw) =0(w—wo) (3.30)
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ciertamente, el ancho de banda en frecuencia de esta funcién es nulo (Aw =
0), mientras que la funcién representada en el dominio del tiempo ocupa
todo el dominio temporal ( At = 0o ). Otro ejemplo tipico es la campana de
Gauss sobre la cual se investigard un poco en la seccién de problemas (véase
el problema 6).

3.5. Un ejemplo importante

La curva Gaussiana, campana de Gauss o distribucion normal que intro-
dujimos en la seccion de problemas del capitulo 2 es una funcion de variable
real con valores reales dada por la féormula

1 (t=0?

9i0(t) = e 27 (3.31)
' 2mo

Donde o es una constante. Esta funcién es de importancia fundamental
en probabibilidades y estadistica donde aparece como actor principal en el
teorema del limite central. En esta secciéon vamos a proponer un problema
guiado que nos permitira comentar algunas propiedades de la distribucion
normal con el fin de reforzar las nociones que hemos introducido en este
capitulo, antes de comenzar recordemos que la distribuciéon normal es una
funciéon normalizada en el sentido de que su integral sobre todo los reales es
([ 950 = 1)

Como primer ejercicio estudiaremos el ancho de la gaussiana, para comen-
zar la discusién tomaremos como definicién temporal que el ancho (At) de
la gaussiana es la distancia entre los dos puntos en que los valores de la
curva caen por debajo de la fraccién 1/4/e &~ 0,60653 del valor maximo de
94,0~ La primera parte del problema consiste en convencerse de que At = o7
(hagalo).

Nuestro segundo objetivo consiste en calcular la transformada de Fouri-
er de la distribucién normal, para ello vamos a tomar una ruta indirecta
que utiliza algunas de las proipiedades de la integral de Fourier. Comenzare-
mos por proponerle que demuestre que la curva normal satisface la ecuacion
diferencial (para sencillez del célculo asuma que ¢ = 0)

ngU(t) t
it b S P t — . 2
o T oa%0(t) =0 (3.32)

El siguiente paso es invitarlo a calcular la transformada de Fourier de esta
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ecuacion para que encuentre una nueva ecuacion diferencial para la transfor-

mada de Fourier (G(w)) de la gaussiana, a partir de esta nueva ecuacién usted
deberd probar (esta parte es realmente sencilla, piense antes de calcular) que

Glw)=Ae ™

(3.33)

donde A es una constante que puede calcularse examinando el valor de G (w)
en w = 0. Si hizo el trabajo con dedicacién habra probado rigurosamente la
siguiente relacién
1 +2 1 5202
-2 o

271_0_6 2% & o e (3.34)
donde el simbolo < denota que ambas funciones son “pares de Fourier”.

Por cierto que, como corolario de este ejercicio resulta claro que los anchos
de banda en tiempo y en frecuencia satisfacen la relaciéon fundamental

AzAw > 1 (3.35)

Finalmente, vamos a afinar un poco mas la nocion del ancho, con este
objetivo en mente nos permitiremos introducir un par de conceptos de prob-
abilidades. Una funcién real de variable real no negativa f(z) que satis-
face la propiedad f% dx f(z) = 1 se denomina "distribucién de probabilidade
permite el célculo de la media (y otros momentos estadisticos) de la vari-
able aleatoria z. La media de = con respecto a f(z) estd dada por :(z), =

[ dxxf(z), mientras que la media del cuadrado de z ((z?) )y la desviacién
R

media cuadrética (s) estdn definidos por las férmulas

<x2>f = /d:chf(x) (3.36)

R
spo= \J(@)F — (22, (3.37)

Con estas definiciones jcudles seran los valores de <t)g y s4 para la gaus-
siana?.

En el caso de la gaussiana (y de cualquier otra distribucién de probabili-
dad), la definicién rigurosa del ancho de banda estd dada por At no es otra
cosa que la desviaciéon cuadratica media.
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3.6. Problemas.

1. Encuentre la transformada de Fourier de las siguientes funciones (A,
T,a y wy son constantes reales, H(t) es la funcién escalén):

a)
w={ 53151
donde I es el intervalo: I = (—%7 %)
b) 1
f(t) = T2—+t2

f(t) = cos(wot)

f(t) = cos(wot)e

¢)
f(t) = H(t)e "

2. “Foérmula de Plancherel “: Demuestre la igualdad de la energia calculada
en los dominios de tiempo y frecuencia

/ at F(t) £ (1) = / do f(w) f(w)
R R

Verifique la formula de Plancherel para las funciones que estudio en el
problema anterior. ;Encuentra alguna similitud con los resultados del
capitulol?

3. Se dice que una senal es de “fase cero”si su espectro de fase es idénti-
camente nulo. Demuestre que toda senal real y par es de fase cero.

4. Demuestre las siguientes propiedades de la transformada de Fourier

a) (“shifting®) '
F[f(t —to)] = e F[f(t)]

Comente este resultado en términos de la fase de F.
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b)
dn
FIST) = oy P
i Puede comentar algo con respecto a esto (recuerde lo que se dis-
cutié en el capitulo 1 en referencia a los filtros de diferenciacién).

dn
Fit"f(t) = (" F
0] = (" 45 ) FU
5. Encuentre la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

1) =t

N
F) =) ant"
n=0

6. Considere la transformada de Fourier en 241 dimensiones (en notacién
primitiva) que manda al dominio (z,y,t) en el dominio (k,, ky,w):

~

F (k'w, k?y, W) = / dedtf (;p’ Y, t) ei(k.rm—&-kyy—wt)

R2+1

Use el material de este capitulo y un poco de imaginacién para de-
mostrar que en el “dominio k — w*, la ecuacion de ondas homogénea:

0? 0? 1 02
_ t) =

se transforma en:

2

(ki e “—) ks, kyy) = 0
v

7. Considérese una funcién f(¢) de “crecimiento exponencial”(esto es:
lim; 0o = f(t)e™" = 0). Se define la transformada de Laplace de f(¢)
segun:

clf] = / e (1)
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Encuentra alguna forma de relacionar este objeto con la transfor-
mada de Fourier f(w) .

. Cual serd la transformada de Laplace de la derivada de f(t) (
LIZ])?.

. Puede generalizar el resultado para derivadas de orden superior?.

Aplique el resultado de la parte (c) para resolver la ecuacién difer-
encial (el oscilador arménico amortiguado)

i—2B% +wir =0
sujeta a las condiciones iniciales: z(0) = zg y ©(0) = vy [se vale
que use una tabla de transformadas de Laplace].

Repita el ejercicio anterior para la “ecuacién forzada”:

& — 2087 4+ wiz = Ag cos (wt)

y discuta el problema de “resonancia”(f); investigue las posibili-
dades de aplicacion de estos resultados para el diseno de sismografos
y geofonos.



Capitulo 4

Convolucién y Correlacion

En este capitulo vamos a definir un par de operaciones entre funciones
cuya importancia, tanto para el analisis de senales como para el estudio de
los sistemas lineales (continuos y discretos), es fundamental. En el caso de la
geofisica, estas operaciones permiten, entre otras aplicaciones, calcular sis-
mogramas sintéticos, filtrar datos potenciales (gravimétricos y magnéticos),
y encontrar ecuaciones para estimar la distribucion espectral de una fuente
sismica.

4.1. Definicion de la Convolucion

La primera operacion que vamos a definir se denomina Convolucion, y se
denota por un asterisco ().

Definicién 9 Dada dos funciones de variable real y valores reales ( f y g )
se define la convolucion entre ellas como una nueva funcion definida a través
de la siguiente integral (en caso de que exista):

Wt) = frg= / £t — 5)g(s)ds (4.1)

Es importante observar que la integral que aparece en la definicion de la
convolucion es una integral impropia, y que, en consecuencia, puede ocurrir
que la convolucion entre f y g no exista. Por el momento, supondremos que
no hay problema con la convergencia de la integral (y que por lo tanto la con-
volucion existe), y dentro de esta hipétesis, examinaremos algunos teoremas

43
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interesantes. Volveremos sobre las condiciones que garantizan la existencia
del producto de convolucién en una seccién posterior.

Teorema 6 FEl producto de convolucion es una operacion conmutativa. En
otras palabras, si la convolucion: h = f g existe entonces: s = g f también
existe y ademas: h = s .

Demostracién: Considérese la expresion explicita para h = f * g,

Jrg— / At — $)g(s)ds (4.2)

El cambio de variables: u =t — s , cuya validez estd garantizada por la
existencia de h, permite reescribir la integral anterior en la forma:

frg=-— / T Fu)glt — u) du (4.3)

e}

Manipulando esta igualdad con las reglas usuales de la integracion, resulta
finalmente:

Jrg— / " Fw)g(t — ) du = / Tt wf@du=gxf  (44)

[e.e]

que es lo que queriamos probar. W

4.2. Teorema de Convolucion

Dedicaremos esta seccién a enunciar, demostrar y comentar lo que prob-
ablemente constituye uno de los resultados mas importante del anélisis de
senales. Este teorema, conocido como Teorema de Convolucién o Faltung
Theorem, establece una relacién fundamental entre la transformada de Fouri-
er de la convolucién entre dos senales, y el producto de las transformadas de
Fourier de las senales individuales.

Teorema 7 La transformada de Fourier de la convolucion entre dos senales
satisface la identidad:

F(f*g) =V2rF(f)F(g) (4.5)



Filtros Digitales M. I. Caicedo y M. Aldana 45

Demostracion: Consideremos el producto de las transformadas de Fourier
de fyg:

f%%)if@mwﬂﬁmmm (4.6)

2 J_ .

Reordenando las integrales se obtiene una expresion equivalente, a saber:

FUNF(9) = 5= [ ddaglapsepe e @)

Para calcular esta tltima integral efectuamos el cambio de variables bidi-
mensional (de jacobiano unidad)

u = a+¢ (4.8)
! (4.9)

en términos del cual la integral se reescribe en la forma:

1 : 1
F(f)F(g) = — dudv g(v) f(u —v)e ™MW = ——F(f % 4.10
(NFl9) = 5- | dudvg(w)fu—v) = F(fea) (120)
de donde se deduce inmediatamente el resultado que queria probarse. W
Puesto en los términos mas sencillos, el teorema de convolucién establece
que!, la transformada de Fourier convierte la convolucién en el dominio tem-

poral en un simple producto de funciones en el dominio de la frecuencia
(figura 4.1)

TF
CONVOLUCION| — gi%ﬁjﬂg

Figura 4.1: El “Faltung Theorem “ permite convertir la convolucion en tiempo
en un producto en el dominio de la frecuencia.

Desde el punto de vista de la representacién polar de niimeros comple-
jos, es claro que el efecto de la convolucién consiste en sumar las fases y
multiplicar amplitudes de las transformadas de Fourier.

Isalvo posibles factores de normalizacién que podrian cambiar de acuerdo a las con-
venciones
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4.3. Senales Causales

En general los sistemas fisicos deben satisfacer la propiedad de mostrar
una respuesta solamente si han sido excitados previamente (serfa muy curioso
que de repente sintiéramos un dolor fuerte en un pie para media hora mas
tarde pincharnos con un clavo en la calle). Esta propiedad de presentar una
respuesta soélo luego de haber recibido un estimulo, se denomina “causalidad”.
Las senales que son idénticamente nulas antes de un cierto instante de tiempo
se denominan “senales causales”; el interés en este tipo de senales es claro,
las senales causales representan lo que podriamos denominar las respuestas
de los sistemas fisicos reales. Ahora bien, cabe preguntarse acerca de la razon
de traer las funciones causales a discusién en el capitulo sobre convolucion.
Este serd el tema que discutiremos en esta seccion.

Como se adelant6 en la seccion anterior, es menester discutir alguna condi-
cién que asegure la existencia de la convolucién entre dos funciones. Antes de
entrar en tal discusién, definiremos una funcién (realmente una distribucién)
que esta emparentada con la delta y que se conoce en la literatura de inge-
nieria con el nombre de “funcién Escalén Unitaria“ pero que (para honrar
justamente a los autores) denominaremos funcién de Heaviside H (t — ﬂ
La funcién de Heaviside permite dar una descripcion simple de la idea de
causalidad y de alli su importancia en la teoria de senales.

La funcién escalén unitario H (t—t) estd definida por medio de la siguiente
igualdad:

lsit>t (4.11)

~ { 0sit<t
Evidentemente parece que H(t — 1) es algo trivial y que no vale la pena
ponerle un nombre. Sin embargo, observemos la siguiente funcién auxiliar:

O0sit<t
Ht—-1)= Lt—(t-%)] site(t—5i+%) (4.12)
lsit>1

ciertamente H,(t —t) tiene dos propiedades interesantes (vea el capitulo 2),
a saber:

1.
lim H.(t —t) = H(t — 1) (4.13)
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2. La segunda muestra una relacion interesante entre nuestra nueva fun-
cién auxiliar y la funcién A, (t — 75) introducida en la seccién (2.1):

d ) )
SH(t =) = At =) (4.14)

La consideracién de estas propiedades sugiere definir a la funcién de Heav-
iside como una primitiva de la § de Dirac?. Vale la pena observar que la
funcién de Heaviside nos permite expresar cualquier senal causal en una for-
ma compacta; en efecto, si f es causal (f = 0Vt < t) podemos escribir:
f(t) = H(t — t)g(t) para alguna funcién g.

Retomemos ahora el punto de las condiciones de existencia para la con-
volucién; es aqui en donde encontraremos la importancia de las senales causales.

Teorema 8 La convolucion de dos senales limitadas por la izquierda (causales)
integrables siempre existe, mds aun, si f y g satisfacen que f, g=0V t <0
, su producto de convolucion se calcula segun:

f*g:/otdsf(t)g(t—s) (4.15)

Demostracién: Se deja como ejercicio facil. (escriba las funciones limitadas
por la izquierda en términos de la funcién escalén) B

4.4. El Producto de Correlacion

La otra operacion entre senales que nos interesa en este capitulo es la cor-
relacion entre dos funciones. Esta operacion también sufre de algiin problema
en cuanto a su existencia pero no nos ocuparemos de ello por el momento.

Definicién: Dadas dos funciones de variable real y valores complejos f(t)
y g(t), se define la convolucién de f y g como una nueva funcién dada por la
siguiente integral (en caso de que exista)

h(t) = corr(f,q) = /00 f(t+u)g(u) du (4.16)

Con respecto a la correlacion hay varios comentarios que hacer:

26 reciprocamente, entender a la delta como la derivada del escalén
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1. Es posible que corr(f,g) no exista.

2. La operacién no es conmutativa (corr(f,g) # corr(g, f)) (ejercicio:
Jpor qué?)

3. Laautocorrelacién de una funcién es simplemente corr(f, )y corr(f, £)(0)
no es otra cosa que la energia de la senal.

4. En cuanto al significado de la correlacion, éste es basicamente estadisti-
co pero no vamos a hacer mayor énfasis en este aspecto.

Asociado a la correlacion existe un teorema analogo al teorema de Con-
volucién que enunciaremos a continuacion.

Teorema 9 (Teorema de Correlacion) :Supongamos que las transformadas
de Fourier de dos funciones f(t) y g(t) existen, supdngase ademdas que corr(f, g)
también existe, entonces:

F(eorr(f,9)) = F(f)(F(g))" (4.17)

esto es: La transformada de Fourier de la convolucién de dos funciones es
igual al producto de la transformada de Fourier de la primera funcién por la
compleja conjugada de la transformada de Fourier de la segunda.
Demostracion Queda como problema W

4.5. Problemas.

1. Calcule la convolucién entre las siguientes funciones:

a) ft)=H(t)e™, g(t)=H(t)e™; (a,b>0)
b) f(t)=H(t)te™, g(t)=H(t)e ™

c) f(t)= funcion arbitraria, 6 (t — a)

2. Encuentre la convolucién de dos gaussianas de media nula con desvia-
clones estandar o1 y 0o. Ayuda: hay una forma de hacerlo en una linea

3. Suponga que: h(t) = fx g . Calcule la derivada de h en términos de
las derivadas de f y g¢.



Capitulo 5

Filtros 6 Sistemas Lineales

Los sistemas lineales constituyen una categoria muy interesante de sis-
temas (fisicos, biol6gicos, econdmicos, etc.) que se caracterizan por admitir
el principio de superposicién. Con el fin de discutir la caracteristica mas in-
teresante de los sistemas lineales, consideremos su representacion abstracta
general.

Un sistema lineal se representa como una caja negra con una (o més)
entrada y una (o més) salida como se muestra en la figura 7?7

SISTEMA
Entrada

—— Salida

LINEAL

Figura 5.1: Representacion esquematica de un sistema lineal

Como dijimos en nuestro primer contacto con los filtros en la seccién 1.8,
la caracteristica fundamental de los sistemas lineales, el hecho de admitir el
principio de superposicion, consiste simplemente en que estos sistemas con-
stituyen operadores (o filtros) que actian sobre las entradas, es decir, la
respuesta a una combinacion lineal de entradas es la correspondiente combi-
nacion lineal de respuestas individuales; en términos esquematicos:

> G ENTRADAS — — 2. O SATIDAS

Figura 5.2: Principio de superposicién

49
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Ejemplo 5 Con el proposito de hacer contacto con otras disciplinas, consid-
eremos un ejemplo fisico explicito: un oscilador armdnico amortiguado por
un roce proporcional a la velocidad de la masa y excitado por una fuerza
externa....algun libro de fisica....

k

M |—F,

==

roce

=-2pX

Figura 5.3: un ejemplo mecanico: el oscilador amortiguado

Femt (t)
M
Es claro que si consideramos que la “entrada“ a este sistema es la fuerza
excitadora (Fou(t)), la “salida“ serd el movimiento real de la particula (es-
to es, la solucion a la ecuacion diferencial: x(t)). Para convencernos de que
este sencillo sistema fisico constituye un sistema lineal, consideremos la re-
spuesta del sistema cuando es excitado por dos fuerzas diferentes, es decir,

consideremos las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

i(t) + 2B0(t) + wiz(t) = (5.1)

30
W 42850 4 W21 = ]\e;t, Yy (5.2)
7@
i® 42853 4 W22® = ﬁ (5.3)

con condiciones iniciales homogéneas'

de que st definimos la funcion

, no es dificil convencerse (ejercicio)

Toup(t) = 1z 4 cpz® (5.4)

donde c1 y co son constantes, esta funcion serd el movimiento de la particula
cuando se la somete a la fuerza excitadora che(;z + C2Fe(m22' La interpretacion
de este resultado es la siguiente la respuesta del sistema ante una combinacion
lineal de entradas es la combinacion lineal de las respuestas correspondientes
lo cual muestra el caracter lineal del sistema. El sistema mecanico anterior
tiene un equivalente eléctrico simple, a saber: el circuito R — L — C en serie.
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El comportamiento de muchos sistemas lineales se presentan en forma
de soluciones a ecuaciones diferenciales. En el caso del oscilador forzado, si
definimos:

d> d
L=— +268— +uw 5.5
2 T2 (5.5)
la ecuacion dindmica del sistema se escribird en la forma:
Fea:t

Lz (t) = A (5.6)

y, en consecuencia, (utilizando notacion simbdlica), la salida del sistema se
escribird en la forma:

Fe:ct
M

Mas adelante veremos que el caso del modelo que estamos discutiendo, el
operador L™, resulta ser un operador integral (de hecho, una convolucién).

x(t)=L" (5.7)

5.1. Funcion de Transferencia

El interés en el estudio de los sistemas lineales (filtros) proviene de un
hecho general de enorme interés, a saber: la respuesta de un filtro a una
entrada arbitraria (f), se encuentra en términos de dos objetos

1. Un operador asociado al filtro, y

2. la entrada particular que se esté considerando. Este resultado es la
formalizacién de la identidad (5.7) en que el movimiento de un oscilador
se escribe en términos de la fuerza impulsora.

Definicién 10 Consideremos un sistema lineal representado por un oper-
ador lineal L, una funcién de Green (G(t)) (funcion de transferencia ¢ re-
spuesta al impulso) es una solucion al problema:

LG(t) = 5(t) (5.8)

Teorema 10 Una solucion particular al problema inhomogéneo
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La(t) = f (1) (5.9)
estd dada por:
x(t):G*f:/dsG(t—s)f(s) (5.10)
R

Demostraciéon Aplicando el operador diferencial L a ambos lados de la
solucién propuesta se obtiene:

Lo (1) :Lt/dsG (t—s) f(s) :/dsLtG (t—s) f(s) (5.11)

Rid R

pero:

LiG({t—s)=0d(t—s) (5.12)

Al sustituir este resultado en la expresién (5.11) obtenemos finalmente

Lo (1) = / dss (¢ — ) f (s) = f (1) (5.13)
R

que es lo que se queria probar. W

El teorema anterior garantiza que si se conoce la funcién de Green de
un filtro, la accién de dicho filtro sobre una entrada particular estd dada en
términos de la funcién de Green del filtro con la entrada. El teorema de con-
volucion permite expresar esta relacion entre entrada y salida en el dominio
de la frecuencia. En efecto, en virtud del teorema anterior, la transformada
de Fourier z(w) de la solucién al problema (5.9) estd dada por:

#(w) = f(@)G(w) (5.14)

donde, evidentemente, G’(w) es la transformada de Fourier de la funcion de
Green del sistema. Aunque es evidente, es importante observar que en vista
de la identidad (5.14), un filtro puede modificar tanto el espectro de fase
como el espectro de amplitud de la senal de entrada.
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5.2. Calculo de ¢

De la discusiéon de la seccion anterior, se concluye que el calculo de la
funcién de Green de un sistema lineal es fundamental para el andlisis del
comportamiento del sistema bajo diferentes formas de excitacion externa. El
problema del célculo de la funcién de Green de un sistema particular puede
ser bastante complicado, sin embargo, algunos de los elementos del calculo
pueden ser discutidos estudiando algin ejemplo. Con este fin regresemos al
ejemplo 5 en que discutimos el oscilador forzado. Por definicién, la funcion
de Green de este sistema satisface la ecuacion diferencial:

G+ 28G + WG = % (5.15)

de donde, sigue de inmediato que la funcién de transferencia en el dominio
de la frecuencia obedece la ecuacién:

1
a V2r M

y de acd podemos encontrar la siguiente expresion para la transformada de
Fourier de la funcién de Green del sistema

W2 G + 2ifwCG — WG = (5.16)

R 1
G = — et
V2 M {w? + 2ifw — w3}
1
C V2rM{w? + 2ifw + B2 — B2 — w2t

1
B _\/%M{(wjtiﬁ)Q—l—ﬁQ—w%} (5:17)

Este resultado nos coloca en posicién de expresar (al menos formalmente)
a la funcién de Green en la forma:

1 e—iwt
G(t)= —— | dw
®) 27TM/§R {(w+1i8)?+ 8% — Wi}
Lo que acabamos de hacer es una técnica usual de calculo de funciones de

Green, y es totalmente equivalente al resultado usual de los manuales para
ingenieria, en que se pone:

(5.18)
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. Z(w)

Glw) = =
“= Fe)

donde f(w) y #(w) son las transformadas de Fourier de una sefial de entrada
y su salida respectiva. Vale la pena mencionar, que en la literatura el cociente
que aparece en esta tultima férmula se denomina usualmente “respuesta en
frecuencia del filtro“.

Volviendo a la expresion (5.18) para la funcién de transferencia del ejemplo
5, podemos observar claramente que si consideramos a w como una variable
compleja, la expresion anterior es una funcién analitica con polos en w =
++/3? — w?—if. Esta observacién es importante si queremos calcular G(t) en
forma explicita ya que en este ejemplo (y en los casos generales) es menester
recurrir a técnicas de variable compleja para poder resolver la integracion. Es
por esto que la estructura de las singularidades de la respuesta en frecuencia
de los filtros es fundamental ya que en tales casos, la funcién de transferencia
en el dominio del tiempo vendra dada por

(5.19)

()

| i
Glt) = —= /m dw ™ (5.20)

5.3. Problemas

1. Demuestre que dos funciones de Green difieren a lo mas en la solucién
general al problema homogéneo Lf(t) =0



Capitulo 6

Senales discretas

En este capitulo estudiaremos con cierto detalle el proceso de discretizacion
de una funcion; evidentemente, este es el pre-requisito fundamental para
poder entrar en la practica del analisis de senales discretas.

Hay dos razones fundamentales por las cuales es interesante discutir el
problema del analisis de senales discretas. La primera es basicamente filosofi-
ca y consiste en el hecho de que los resultados de cualquier experimento
consisten en un conjunto discreto de nimeros (la poblaciéon de un pais por
ejemplo, sélo puede contarse cada ciertos periodos de tiempo); la segunda
razon (que no es menos importante) es de cardcter practico y consiste en que
en geofisica se trabaja con enormes masas de datos grabados en forma digital
y estos representan el prototipo de lo que son las senales discretas.

6.1. ;Qué es una Senal Discreta?

Comenzaremos esta secciéon con un comentario bastante elemental con
respecto al lenguaje usual del analisis de senales: a las funciones continuas de
una variable real las denominaremos “senales analdgicas”. Asi, por ejemplo,
la fuerza electromotriz producida por un generador de corriente alterna es
una senal analdgica. La intuiciéon nos dice que una senal discreta debe ser
algo asi como una lista de medidas de una senal analdgica efectuadas en
intervalos de tiempo infinitamente cortos. Esta intuicién es correcta, pero no
es adecuada para una discusion del problema general del analisis de senales.
En vista de esto, y en vista de que el rigor a veces es un aliado, trataremos
de construir un cuadro preciso de lo que debemos entender cuando hagamos

95
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referencia a senales discretas.

Definicién 11 Sea z(t) un a senal analdgica. La muestra de x en t =ty es
la distribucion dada por:

xo = x(t)o(t — to) (6.1)

Definicién 12 Una discretizacion (6 digitalizacion) X de una senal analdgi-
ca (x(t)) es una suma de muestras de x(t)

X= > a(t)it—t) (6.2)

iEKCZ

Definicién 13 Una discretizacion es reqular si y solo si 3T (constante) tal
que:

A la constante T se le denomina intervalo de discretizacion (o muestreo).
La manera grafica de entender el procedimiento que hay que efectuar para

lograr una discretizacion regular consiste en observar que la senal discreta X
se obtiene a partir de la senal analdgica z a través de la operacién:

X =a(t)> 6t —kT) (6.4)
k

Esto es: para discretizar x basta con multiplicar por un “tren‘ de deltas.

6.2. El Teorema de Nyquist y su Interpretacién

Es claro que el proceso de discretizacion tiene asociada la siguiente: jhas-
ta que punto y en que sentido X es una buena representacion de la senal
analdgica x(t)?.

La respuesta a esta interrogante esta expresada en el teorema de Nyquist
que discutiremos a continuacién

Teorema 11 Sea x(t) una senal cuya transformada de Fourier Z(f) es de
banda limitada ' y sea fy la frecuencia que determina el ancho de banda de

1Una sefial x(t) es de banda limitada si y solo si existe una frecuencia fy > 0 tal que
Z(f) = 0 siempre que |f| > fo
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sefial analogica tren de deltas

/ X 111~

Figura 6.1: El proceso de discretizacién de una senal.

z(f), entonces, la discretizacion regular de x que reproduce adecuadamente
el espectro debe tener un intervalo de muestreo dado por:

1
2fo

El sentido en el que la discretizacion senalada en el teorema es “buena”, es
el siguiente: inicamente con el intervalo de muestreo 7' es posible encontrar
una reconstruccion adecuada de la transformada de Fourier z(f) de la senal
original.

Para entender esto, es necesario recordar la forma en que se consigue la
discretizacion:

(6.5)

X =u(t)) 6(t—k) (6.6)

Al hallar la transformada de Fourier de esta expresion encontramos triv-
ialmente:

#(f) = a(f) * (6.7)

1 k
— S(F — =
= Z (f =)
resultado que vamos a interpretar luego del siguiente comentario. Observemos
que la convolucion de la delta con una funcién cualquiera tiene el siguiente
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efecto: copiar la funcion centrandola en el sitio en que se encontraba la delta;
en efecto:

H(zx) = h(z)*d(x — o) = / dsh(x — s)d(s — xg) = h(z — x¢) (6.8)
R
Este resultado muestra que la transformada Fourier de la discretizacion
X se reduce a una superposicion de copias de la transformada de Fourier de
la senal original, como se muestra en la siguiente figura.

‘ (a) ‘ (b)
frec. 4 AT I frec.
*‘ AT F frec. *‘ Af F frec.

Figura 6.2: La transformada deFourier de una senal discretizada es una fun-
cién periddica y continua de la frecuencia, que se construye como una super-
posicién de “copias“ de la transformada de Fourier original.

En virtud de este resultado, queda claro que la transformada de Fourier
de una senal discreta es periddica y, més aun, que el periodo estd dado por

2y .

6.3. El Fenémeno de ALIASING

La secccién anterior termind con una figura muy interesante que muestra
el efecto que la discretizacion de una senal tiene en la transformada de Fouri-
er; si observamos la figura 6.2 podremos notar claramente que si el intervalo
de discretizacién es demasiado corto, la superposicion de senales en el espacio
de la frecuencia corrompe la forma de la transformada de Fourier de la senal
original. Si el muestreo se efectia exactamente con el intervalo de Nyquist (
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1/2fy ), la distancia entre los elementos del tren de deltas es exactamente
igual a 2 fy y esto basta para que no haya ningin tipo de superposicion entre
las copias de la transformada de Fourier de la senal analégica original (z),
como se observa en la figura 6.3. Al fenémeno de corrupcion de la forma de
la transformada de Fourier en un dominio fundamental ? como consecuencia
de la discretizacion se le conoce como “aliasing .

Para discutir el fenémeno mas a fondo, consideremos un detalle de la
figura 6.2

Y

I T T
0 Iy IMax

Figura 6.3: El fenémeno de aliasing visto en frecuencia

En esta figura resulta evidente que si el muestreo es incorrecto, las com-
ponentes de alta frecuencia (aquellas correspondientes a frecuencias mayores
que la de Nyquist) de la senal original son “trasladadas“ (superpuestas) a
la zona de bajas frecuencias; en consecuencia, una senal en alias muestra
componentes de baja frecuencia que estan ausentes de la senal original.

Desde un punto de vista estricto, el aliasing es un fenémeno inevitable;
la tnica forma de que no aparezca es que estemos estudiando una senal de
banda limitada (de frecuencia maxima fy.,; ) y escojamos un intervalo de
muestreo dado por:

1

2fMa:c

La inevitabilidad del aliasing es particularmente molesta cuando tratamos
con senales asociadas a fenémenos reales (una traza sismica, por ejemplo),
ya que en tales casos lo méas probable es que desconozcamos el ancho de
banda de la senal original; de esta forma tendremos que escoger el intervalo
de muestreo de acuerdo a algun criterio impuesto por la fuerza. Es claro que
al tomar una decision de este tipo lo mas factible es que nos equivoquemos

T —

(6.9)

2Cuando se habla de funciones periédicas se dice que un dominio fundamental es un
intervalo cuya longitud es igual a un periodo completo de la funcién. Asi por ejemplo, para
el caso que nos ocupa, podemos utilizar como dominio fundamental el intervalo: [— fn, fn]
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N

Reconstruccion en "Aliasing "
ndtese que esta sefial
es de baja frecuencia

Aliasing

Seftal Original

Figura 6.4: Otra manera de entender el fenémeno consiste en considerar la
discretizacion de una senal periddica. Si el muestreo se efectua con un in-
tervalo mayor a medio periodo la senal que se reconstruya a partir de la
discretizacion aparecera como una senal de baja frecuencia

y que algunas componentes de alta frecuencia de la senal original entren en
alias. El tnico (y debemos ser muy enféticos en esto) “pseudo-remedio® a
esto consiste en filtrar fisicamente la senial (con un filtro pasa-bajo) antes de
discretizarla, de tal forma que las componentes de alta frecuencia que no nos
interesen queden eliminadas desde el principio.

A propésito de las aplicaciones de interés “casero‘, resuelva el siguiente
problema trivial: Considerando el limite de audicién del oido humano (20000
Hz), ;cuél debe ser la minima rata de muestreo de un disco compacto?,j, por
qué?.

6.4. Vectores y senales discretas
Otra forma de entender la senal digital X es como un elemento de un

espacio vectorial abstracto (V') de dimensiéon N (= # de muestras de la
discretizacién). Es decir, en vez de imaginar la discretizacién en la forma:

X = a(t)o(t —t;) (6.10)
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la imaginamos como un vector fila (6 columna) en la forma usual

l‘(to) ZTo
X = x(fl) - xf (6.11)
r(tn_1) TN-1

como veremos mas adelante esta forma de pensar puede ser muy conve-
niente para las aplicaciones practicas.



Capitulo 7

Convolucion y Correlacion de
senales discretas

Hasta ahora hemos discutido algunos temas relacionados con el problema
de discretizacion. Pasemos ahora a considerar las versiones discretas de la
convolucioén y la correlacién. La transformada de Fourier discreta sera discu-
tida en el siguiente capitulo.

7.1. Convolucion Discreta

Consideremos dos sefales causales' digitales

F(t) = ZF Fod(t — KT) (7.1)
Gt) = g,6(t — pT) (7.2)

La convolucién de estas senales se calcula directamente utilizando la teoria
que se presentd en la seccion 4.1 para la convolucion para obtener:

C(t)EF*G:/%ds{kaé(s—k‘)z:gpé(t—s—p)} (7.3)

recordemos que la causalidad asegura la existencia de la convolucién

1

62
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(donde para simplificar la notacién hemos puesto: T' = 1). Luego de integrar,
la expresion anterior queda reducida a lo siguiente

Nr Ng

Ct)=>_Y_ figpyd(t—€—p). (7.4)

(=0 p=0
Por otra parte, como F'y GG son senales causales, C' también lo es, asi que C
debe poder expresarse en la forma mos poner
Nméx
C(t) =Y cné(t—N) (7.5)

N=0

Ahora bien, las férmulas (7.4) y (7.5) representan la misma sefial, de manera
tal que el problema de el calculo de la convolucién discreta no es mas que
el problema de calcular la longitud de C(t), es decir, el numero total de
coeficientes (N,,q,) en términos de las longitudes Np y Ng, y el valor de
los coeficientes ¢, en términos de los coeficientes f; y g,. Para resolver el
problema es conveniente escribir unos cuantos términos de la suma (7.4):

C(t) = fog00(t) + (figo + fog1)d(t — 1) +
+ (fago + fig1 + fog2)d(t —2) +
+ e +
+ A fNp NGOt — Nmix) (7.6)

o en forma compacta:

Ct) = i{ > flgp} §(t—N) (7.7)

N=0 \i+p=N

En cualquiera de estas expresiones es posible notar que los coeficientes
de C(t) se calculan como los coeficientes de un producto de polinomios? de
donde se deduce inmediatamente que la longitud de la convolucion esta dada
por Npae = Ngp + Ng + 2. .

La notacién usual para el resultado (7.7) es la siguiente:

en =Y figo=Y_ fign- (7.8)
z

l+p=N

2hecho que quedard bastante claro cuando discutamos la “Transformada Z”
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Comentario 1 En este punto es interesante cambiar de punto de wvista y
volver a la idea de representar a las senales como vectores, en efecto, nol
es dificil ver que el vector C que corresponde a la convolucion F x X puede
calcularse [5] [6] como:

C =MgX (7.9)

donde, Mg es una matriz cuyas columnas se construyen con las entradas de
F' como sigue:

fo 0 0 ... -+ 0 0

fi fo 0 0 0
fo Ji Jo
/3 Ja S
Ja I3 Jo

fNF -}C]VF_1
MFE 0 fNF fNF—l

. . O O O

: Jo 0

: Jo

fNF fNFfl

0 0 0 ... 0 fnp [fnpa
0 0 0 o 0 0 fg (Nr+Ng+2)xNg

Ejemplo 6 Como aplicacion directa del comentario anterior, supongamos
que queremos efectuar la convolucion F G donde F' y G son senales causales

de 3 muestras, en tal caso Np = Ng = 2 y por lo tanto, la matriz que
representa la convolucion con F' estda dada por
fo 0 0
fi fo O

Mr=\|/fo fi fo (7.10)
0 f2 fi

0 0 f
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Ejemplo 7 Si en el ejemplo anterior suponemos que G es una senal causal
de 4 muestras hay que modificar la matriz como sigue

fb 0 0 0
fi fo 0 0
_ |2 i fo O
Me=10 % n s (7.11)
0 0 fo fu
00 0 f

7.2. Correlacion Discreta

Evidentemente estamos interesados en definir adecuadamente la correlacion
entre dos senales discretas (F'y (), para encontrar una definicién en térmi-
nos de una féormula andloga a (??). Utilizaremos la definicién introducida en
el capitulo 4 para calcular la correlacion entre las dos senales F' 'y GG en la
forma:

C(t) = corr(F,G) = /stS{ z_: fro(s — k) i gp0(s+1 —p)} (7.12)

de donde se sigue de inmediato:

Np—1Ng—1

Ct)=> > frgpo(t+k—p) (7.13)

k=0 p=0

Una vez mas, esta expresion debe poder escribirse de la siguiente forma:

Nyraz
Clt)y= Y_ Cy(t—p) (7.14)
p=Nnrin
Como en la seccién anterior, es necesario calcular los coeficientes (C)); para
ello desarrollemos la expresién (7.13) en forma explicita:

Ct) = fnp1900(t+ Np—1) + (fnpg0 + fnp-101)0(t — Np) +
+..+ (7.15)
+ (figng + fogng-1)0(t — Ng — 2) + fogngd(t — Ng — 1)
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De esta expresiéon resulta claro que los valores minimo y maximo del indice
de suma son: Ny = —Np + 1y Nyar = Ng — 1, mientras que la forma de
los coeficientes (en el caso Np = Ng = N ) estd dada por:

o — 3

p:0|k|+p§N—1f‘k|+pgp(7.16)
Ejemplo 8 Para las dos series de tiempo X y Y dadas a continuacion
X = (w0, 21, 72) y Y = (y,y1,2) (7.17)

los coeficientes de la correlacion: C' = corr(X,Y) son los siguientes

C2 = I2Yo

C-1 = T1Yo + T2h
Co = ZoYo + T1Y1 + ToYo
1 = ToY1+ T1Y2
C2 = TolY2

notese la longitud de la nueva serie de tiempo. ;Cudles serian los coeficientes
de corr(Y, X)?

El indice p que aparece en la férmula (7.16) se denomina retardo (o lag)[7].
Buscar una férmula anédloga a (7.16) para el caso general (Ng # N¢) es un
problema bastante méas complicado que no trataremos aqui.

Como ya habiamos mencionado en el capitulo 4 La correlacién de una
senal consigo misma es denominada autocorrelacion de la senal, y el coefi-
ciente de retardo cero de la autocorrelacién de una senal (zero lag autocorre-
lation coefficient) corresponde a la energia de la senal (;por qué?). Por cierto,
la autocorrelacién siempre es una senal simétrica con respecto al lag 0.

Ejemplo 9 Para la senal discreta F = (fo, f1) la autocorrelacion: C =
corr(F, F) estd dada por

C = (c1,c0,¢1) = (fofr, f2 + 11, fofr) (7.18)
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Ejemplo 10 En el caso de una senal causal de tres muestras F' = (fo, f1, f2)
la autocorrelacion: C' = corr(F, F) estd dada por

C — (C—Qac—lchaclch) —

= (fofo, fofv + fife 24+ [T+ 15, fufo + fufes fof2)  (7.19)

En el caso en que las seniales sean complejas la férmula (7.13) debe susti-
tuirse por:

Np—1Ng—1

Ct)y=> > figpd(t+k—p) (7.20)

k=0 p=0

lo que obliga a introducir ciertos cambios (jcudles?) en la férmula (7.16).

7.3. Problemas

1. Considere las siguientes senales discretas (los subindices indican los
instantes de tiempo que corresponden a cada muestra):

= (1_5,0_1,00,21,22,0.15,0.01,)
b = (10,21,22,0.13,0.014)

a) Calcule la convolucién de a y b,
b) Calcule las dos correlaciones posibles (corr(a,b) y corr(b,a))

c) Encuentre la potencia de ambas senales.
2. Repita el ejercicio anterior con las dos seales a = (ag, a1) y b = (bo, b1, b2)
3. Escriba un programa que calcule la convolucion entre dos senales.

4. La transformada de Hilbert?® discreta de una serie de tiempo S se define
como:

H[S]|=5%Q
donde el filtro (discreto) @ esta dado por[§]

3este problema, es relevante para el estudio de atributos sismicos
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_ ) 2 sen(5) sin#0
Q(n)—{ Ssinn:O

Use el ejercicio anterior para escribir un programa que le permita cal-
cular la transformada de Hilbert de una senal discreta de n muestras;
utilice varias longitudes diferentes del filtro F', jcuantos términos pro-
ducen un resultado razonable?



Capitulo 8

Transformada de Fourier
Discreta

Hasta el momento hemos discutido el analisis de Fourier de senales anal6gi-
cas; también hemos estudiado el problema de discretizacion de senales y
hemos comentado el sentido en que la discretizacion de una senal, cuyo es-
pectro de frecuencias es de banda limitada, es una “buena aproximacién” a
la senal original.

En el capitulo 6 hemos aprendido que la transformada de Fourier de
una funcién disctretizada (X) es una sefial periédica continua: X(f) =
zZ(f) * A(f) (donde A(f) representa el tren de deltas) en el espacio de las
frecuencias. En vista de que estamos estudiando senales discretas, es claro que
nuestro interés debe centrarse en encontrar una versién discreta (Xy(f)) de
la transformada de Fourier de X (f). Este capitulo esta dedicado a conseguir
este objetivo.

8.1. Series de tiempo limitadas.

Debemos recordar que el objetivo final del proceso de discretizacién en los
espacios de tiempo y frecuencia es obtener una representacion (ciertamente
incompleta) de las senales originales, apta para ser manejada con un com-
putador. Asi, desde el punto de vista del andlisis computacional, debemos
centrar nuestro interés no en senales discretas, sino en senales discretas limi-
tadas en tiempo (o, como se dice en el lenguaje usual del anédlisis de senales,
queremos observar una “ventana de datos®), ya que sélo de esta forma pode-
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mos estar seguros de estar tratando con un nimero finito de muestras (dicho
en otra forma: sélo asi podemos estar seguros que los datos que queremos
estudiar ocupan un espacio finito de la memoria de un computador). Esta
observacion lleva de forma natural a definir las series de tiempo limitadas.

Definicién 14 Sean X la discretizacion de una senal analdgica (z(t) ), T
el intervalo de muestreo que ha generado a X y Ty un intervalo de tiempo; la
serie de tiempo limitada Xy, asociada a X en el intervalo: [ = (=T/2,Ty—
T/2) estd dada por el producto:

donde, I(t) es la “funcién indicadora® del intervalo I definida por:

(1 siote(—T/2,Ty—T/2)
It) = { 0 en otro caso (8.2)

Evidentemente:

] X)) st o tel
Xpim(t) = { 0 en otro caso

0, puesto en palabras, la serie de tiempo limitada no es otra cosa que una ver-
sién cortada de la serie de tiempo original que solo contiene aquellas muestras
que corresponden a instantes de tiempo que estan en eo interior del intervalo
de interés (ventana). Al cortar la serie de tiempo a una ventana aparecen
ciertos efectos en frecuencia que estudiaremos en la siguiente seccion.

(8.3)

8.2. Efecto de la Trucacion.

Consideremos gl calculo de la transformada de Fourier de una serie de
tiempo limitada (X (f) = F [XLin(t)] ); en vista del teorema de convolu-
cion, es claro que:

Xpim(f) = F [Xpim(t)] % F[1(2)] (8.4)

Esta ecuacion nos dice que, debido a la presencia de la funcién indicadora
I(t) , la transformada de Fourier de la sefial limitada es distinta a la trans-
formada de Fourier de la serie de tiempo original; de hecho, la truncacién en
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tiempo tiene el efecto (en frecuencia) de cambiar la transformada de Fourier
de la funcién discreta original filtrandola con la siguiente funcion de trans-
ferencia (ejercicio):

sen(2p)
f

La convolucién con la funcién sinc(f) se evidencia en la aparicién de un
ruido (no aditivo) de alta frecuencia que modifica la forma de X (f) v que se
denomina “riple®.

Es fundamental que entendamos que el “riple” es un efecto que esta unido
inexorablemente a la necesidad de truncar la senal a una ventana de tiempo
finita (esto es, a la presencia de I(t) ); la inica forma de atenuar dicho efecto
consiste en aumentar el tamano de la ventana ( Tj ) y resulta evidente que
esto tiene un precio en memoria y tiempo de computador.

En este punto es bueno que recordemos que la funcién X Lim(f) es una
funcion continua y periddica de periodo QT” Evidentemente esto no es sufi-
ciente para nuestro objetivo de obtener una versién de X Lim(f) que podamos
manipular con un computador, ya que para alcanzar tal objetivo necesitamos
construir una versién discreta (que denotaremos por X’éﬁi( £)) de Xpim(f).

Antes de construir tal versién discreta de X Lim(f) observemos que en
vista de que nuestra senal original estd limitada en tiempo, el intervalo de

2

muestreo en frecuencia debera ser =
o

FI(f)] = sinc(t) =

(8.5)

8.3. Definicion Precisa de la DFT

En esta seccién construiremos una “definicion“ para la transformada de
Fourier discreta. Como ya hemos hecho en otros capitulos, la “definicion*
aparecera naturalmente a través del uso directo de las definiciones que hemos
introducido para los casos no discretos.

Consideremos el problema de discretizacién de X, (f) ; ciertamente (use

la. definicién) el valor de la n-ésima muestra de X'°) (f) est4 dado por:

Lim
Xi?%(%)z [ / thLim(t)e‘Q“ift] - [ / th(t)J(t)e—wft]
. VA .

O usando la forma explicita de la serie de tiempo discreta X (¢):



Filtros Digitales M. I. Caicedo y M. Aldana 72

(8.7)

Xé?ﬂ)z (ﬁ) = [/Z dt (x(t) Zé(t - kT)) I(t)e—%”’f]

k

—n
=1

Evaluando los productos z(t) 6(t —kT) , intercambiando el orden de suma
e integracién y evaluando la frecuencia en f = n /T, obtenemos:

x%%) =Y " a(kT) /1 dt5(t — kT)e > 10" (8.8)
k
Definiendo:

I(k) = / dt5(t — kT)e ™ 7o' (8.9)

I
podemos reescribir la siguiente expresién simplificada® para X Lzm(n /To)

Xi’i’%@o )= a(kT)Z(k) (8.10)

recordando que los valores de z(t) en los puntos de muestreo son las entradas
de la discretizacion de z(t) x(kT) = X (kT')) podemos reescribir la expresién
que acabamos de obtener en la forma

X =Y X(kT)e ™ (8.11)

Lzm
TO kTel

Para calcular explicitamente el valor de la suma (8.11) necesitamos el
nimero de sumandos y para calcular esto, basta con observar que el ntimero:

1o
N—Imf(T) 1 (8.12)
es el nimero de muestras de X que “caben® en el intervalo (o ventana)
(=T/2,Ty—T/2); en otras palabras, N — 1 corresponde al indice de la tltima
muestra de la serie de datos (X, (t)). En definitiva, hemos encontrado que
la n-ésima muestra de la transformada de Fourier discreta (DFT) de una
serie de NV datos debe calcularse segun:

—2mi kL .
1Obsérvese (ejercicio) que:Z(k) = { ¢ OTOk:ngék? €l
si
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N-—1
Xim (T%) =" X (k1) W (8.13)
k=0

Para llegar a esta expresion para la DFT hemos utilizado todo el desarrol-
lo de los capitulos anteriores, sin embargo, y desde un punto de vista practico
podemos tomar esta formula como definicion. De esta forma, el punto de par-
tida de la discusién acerca de la DFT es el siguiente:

Definicién 15 Dada una serie de tiempo de N muestras (X (kT), k =
0,1,2,...,N —1) tomadas con un intervalo de muestre0 T, se define su trans-
formada de Fourier discreta (DF'T) como una senal discreta de N muestras
en el dominio de la frecuencia (X (kf), k=0,1,...,N — 1) registrada con un
intervalo de muestreo f = ﬁ y que se calcula a través de la operacion :

=2

-1

X(kf) =Y e 2% X(nT) (8.14)

3
I
=)

Es posible expresar la férmula (8.14) de manera menos aparatosa, para ello
basta con introducir el nimero complejo

27

W=e~ (8.15)

en términos del cual, la definicién de la transformada de Fourier discreta
queda como

N-1
X(n)=> W™z(k), n=0,1,.,N-1 (8.16)
k=0

En este punto vale la pena hacer una observacion sencilla cuya importancia
se hard evidente en el capitulo 11. Las potencias del niimero complejo W que
aparecen en la formula (8.16) satisfacen la igualdad:

Wnk — Wnk mod(N) (817)

Donde, nk mod(N) es el producto de n por k£ “médulo” N, cuyo resultado
es igual al resto de la divisién? de nk entre N. Como ya comentamos, esta

2Por ejemplo, 3 x 2, mod(4) = 2
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observacion es sencilla y sigue del hecho, bien conocido, de que desde el punto
de vista de los complejos el producto por W representa una rotacion de angulo
QW” y por lo tanto sus potencias enteras representan rotaciones iteradas que
evidentemente son ciclicas.

Si recordamos la interpretacion vectorial de las series de tiempo es posi-
ble reexpresar la transformada de Fourier discreta en forma matricial. En
efecto, definiendo una matriz M cuyos elementos estan dados en términos de
potencias de W segun:

[M], = W (8.18)

La operacién (8.5) adopta la forma:

X = MX (8.19)

donde X y X son los vectores que representan a la senal en los dominios de
tiempo y frecuencia respectivamente.

Ejemplo 11 Con el fin de fijar y aclarar las ideas consideremos el caso es-
pecial de N = 4 muestras. En tal caso la matriz de transformacion estd dada
por:

WO Wo WO WO\ /1 1 1 1
wo wt w2 owe | [1owr owE s

M=1wo w2 we we| =1 w2 1 w2 (8.20)
wo ws owe we)  \1 W w2 oWt

Donde hemos utilizado las propiedades de W para sustituir: W4 =1, W6 =
W2yWo=W°>=W

8.4. La Inversibilidad de la Transformada de
Fourier Discreta

La definicién de la DFT que hemos introducido proviene de la transfor-
mada de Fourier de funciones continuas; es claro que la férmula de trans-
formacion para senales discretas debe ser inversible. Desde el punto de vista
de la representacion matricial el requerimiento de inversibilidad de la DFT
coincide con el requerimiento de la no singularidad de M. A continuacion
probaremos que la matriz de transformacién es inversible.
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Teorema 12 La formula de inversion de Fourier discreta es la siguiente:

2

X (nT) = % Z e, (L) (8.21)

Demostracion: Para probar el teorema basta con demostrar que la matriz
A, cuyos elementos estan dados por:

R
(Al = 776" % (8.22)

es la inversa de M. Para probar esta afirmacién observemos que un elemento
cualquiera del producto AM se escribe en la forma:

N-1
1 .p(n—
[AM]g, = § et — § e N CB %)
0

ahora bien, si n = k la sumatoria es igual a N (suma N veces el 1); por
otra parte, si n # k la sumatoria corresponde a la suma de los N —1 primeros
términos de una progresiéon geométrica de razén *:

. (n—k)

r=e N (8.24)
lo que arroja el resultado
N-1 2mi(n—k)
ke € -1
p2mi Tt —6271'1' gy (8.25)
p=0 -

que para n # k es idénticamente nulo.
En definitiva, hemos obtenido [AM]g, = g, lo que constituye la prueba
de la afirmacién inicial con respecto a la inversibilidad de M.

8.5. Periodicidad y Dominio Fundamental

N1

31+7,.+T,2+'”+7,.N71:Tr_1



Capitulo 9

Transformada Z

Gran parte de la literatura de andlisis de senales discretas comienza intro-
duciendo directamente a la transformada Z como objeto natural. Este punto
de vista no corresponde con el punto de vista que se ha utilizado a lo largo
de este curso en que hasta este momento hemos utilizado la distribucin ¢ de
Dirac para enfatizar la conexin entre senales continuas y discretas. En este
capitulo vamos a tomar enfoque “clasico”e introduciremos directamente la
transformada Z, para luego establecer la conexién con el andlisis de Fourier.

9.1. La Transformada Z y su Relacién con la
Transformada de Fourier Discreta

Definicion 16 Dada una serie de tiempo

Z:ppé(t —p) (9.1)

se define su transformada Z como una funcion de la variable compleja z
definida por:

ZIX|=X(2) =) 2" (9.2)

Con el fin de establecer bien esta nocién comentemos un par de ejemplos.
Una la senal acausal con muestras en t = —1, ¢t = 0 y t = 2 tendria una
transformada Z de la forma

Z[X] = %jog—i-xlz
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mientras que una senal causal de longitud finita NV,,,, tendria una transfor-
mada Z dada por un polinomio de grado N,,... En casos mas generales la
transformada Z puede tener una estructura de singularidades no trivial pero
ciertamente, el residuo sera siempre el valor de la muestra en t = —1.

Para entender el significado de la transformada Z de una serie de tiempo,
calculemos la transformada de Fourier de una senal discreta arbitraria X.
Por definicion:

X(w) = \/% /00 dte ™t Z z,0(t — p)
1 o
= NGz zp: Tpe (9.3)

Poniendo: z = e~ resulta evidente que

K (w) = = Z[X] ey o (9.4)
V2r

Dicho en otros términos, si queremos calcular la transformada de Fourier
de una senial discreta basta con escribir su transformada Z, sustituir z = e™*
e incluir el factor de normalizacién 1/ V/27. Evidentemente esta rel;acion solo
es de interés si la senal tiene un ancho de banda temporal limitado, para ver
las cosas en accion, consideremos el caso particular de una seal causal con

N = 3 muestras, en tal caso

Z[X] = X(2) = 20 + 712 + 2927 (9.5)

Al evaluar esta funcién en el valor particular z = e2™3, n = 0, 1, 2 resulta un
conjunto de tres valores posibles!:
Dy, = X(z)]

2 2mi2n
L 2mit =Tt T3 + ToeT 3 (9.6)

Estos tres valores Dy Dy y Dy corresponden exactamente con los ele-
mentos (muestras) de la transformada de Fourier discreta (simbolito para la

DFT) de X.

1

recordemos que las tinicas frecuencias posibles para este caso son: 0, 27/3 y 2 x 27/3
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9.2. Relacién con la Convolucion y Correlacion
Discretas

La transformada Z provee de un mecanismo simplisimo para el calculo
de la convolucién de senales discretas. En efecto, consideremos dos seales
discretas X e Y y sus respectivas transformadas Z X(z), Y(z), la inspec-
ci6n directa muestra que el resultado del producto (entendido en trminos del
producto de dos sumas de potencias de z z):

O(z) = X (2)Y(2) (9.7)

Da como resultado una nueva funcin de C(z) que corresponde a la transfor-
mada Z del producto de convolucin de las seales discretas X e Y. En otras
palabras, en términos de la transformada Z el teorema de convolucin discreto
adopta la forma:

ZIX Y] =X(2)Y(2) (9.8)

Analogamente, (ejercicio) el teorema de correlacin se expresa en la férmula:

Zlcorr(X,Y)] = X*( !

z

)Y (2) (9.9)

donde como siempre, el asterisco denota conjugacin compleja (en caso de que
la senial X tenga coeficientes complejos)

Ejemplo 12 A propdésito del teorema de correlacion, retomemos los ejemp-
los 9y 10 del apitulo 7, en que se calculaba la autocorrelacion de dos senales,
de dos y tres muestras, a saber:

FO = (fo, /1)y (9.10)
r® = (fos f1, f2)- (9.11)

Al utilizar la transformada Z ambos cdlculos se convierten en un ejercicio
de secundaria. En efecto, las transformadas de ambas senales son

ZIFY] = fo+ fiz (9.12)
ZIFP] = fo+ fiz + fo? (9.13)

de manera que al evaluar en 1/z se obtiene:
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ZWszzfﬁ+h (9.14)

Z[FD)), = é + ﬁ + fo (9.15)

con lo cual el calculo de la autocorrelaczon a quedado reducido a leer los
coeficientes de los productos

S

Z[corr(FV, FW)] = ( + fo)(fo + f12) =
= fOfl + 24 P+ fofiz (9.16)
Eleorr(F?, FOY = (2 Dy g2y Dy gy -
fofz f0f1+f1f2 +f0 +f1 +f2
+ (f1f0+f1f2)2+f0f22 (9.17)

9.3. Problemas

1. Demuestre que el "Filtro” Y (z) = z corresponde a un filtro que adelanta
en una muestra de tiempo.

2. Use el resultado anterior para demostrar que el filtro D(z) = z =1 es
el operador de derivacin discreta.

3. Muestre explicitamente que el filtro derivador aniquila frecuencias nu-
las.

4. Considere las series de tiempo causales (las primeras muestras corre-
sponden con t = 0)

X =(1,0,0,2,0,1),quady Y = (1,2,3) (9.18)

a) (Cuadles son las transformadas Z asociadas?

b) use los resultados de este capitulo para calcular la convolucin de
ambas senales.

c) Calcule la correlacin de ambas senales.



Capitulo 10

Deconvolucion

En el capitulo 5 aprendimos que la relacién salida/entrada de un filtro
estd dada por s = G'xe donde (e(t) y s(t)) son las senales de entrada y salida y
G(t) la funcién de transferencia del filtro. En muchas aplicaciones practicas
es posible conocer (medir) s y e y se plantea el problema de encontrar la
funcién de transferencia del filtro. Este problema conocido como problema
de deconvolucion es el objeto de estudio de este capitulo.

10.1. EIl Caso Continuo

En el dominio de la frecuencia la relacién salida/entrada de un filtro
adopta la forma

$(w) = Gw)é(w) (10.1)

De esta forma resulta “obvio* que la solucién al problema de deconvolu-
cién, es decir, la funciéon de Green del sistema, es la siguiente:

1 [5(w)

Git)y=F' |~ 10.2

0= [55] 12

Desafortunadamente, esto solo es una solucion formal, y en la préactica el
calculo presenta al menos dos problemas graves.

1. El problema mas evidente que ya fué comentado en el capitulo 5 tiene
que ver con la inversiéon de Fourier. Que depende de la estructura del
conjunto de singularidades del cociente G(w) = §(w)/é(w) en el plano
complejo.
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2. El otro problema esta relacionado con el hecho de que estamos hablando
de senales que queremos medir. Esto es, estamos hablando de experi-
mentos que incluyen medidas que tienen algin error.

En todo caso, si olvidamos el primer problema (pensando que siempre
podremos resolver las integrales) el problema del ruido debe ser enfrentado
directamente, y para ello es necesario introducir algiin modelo para describir
una senal ruidosa. El modelo mas simple que se utiliza para describir una
senal con ruido de forma “realista” consiste en asumir que la senal ruidosa
(+(t)) es la suma de la senal limpia y una funcién n(t) que usualmente se
denomina “ruido aditivo*, es decir,

sy (t) = G(t) * e(t) + n(t) = s(t) + n(t) (10.3)

En vista de que esta expresion es lineal, su expresion en frecuencia tiene la
forma:

§r(w) = Gw)é(w) + n(w) (10.4)

Para el problema de deconvolucion se considera que la data estd consti-
tuida por la senal ruidosa y la entrada a partir de las cuales se va a calcular
la funcién de transferencia. El nuevo problema sigue siendo complejo, pero
afortunadamente existe un método propuesto por N. Wiener que permite
encontrar una aproximacién a la funcion de Green.

El enfoque “optimal®“ de Wiener consiste en buscar un filtro ¢(t) (o su
correspondiente transformada de Fourier Qg(w) ) de tal forma que al aplicar
el filtro a la senal ruidosa se obtenga una “buena aproximacion“ (G,(t) ) a
la funcién de Green “limpia” G(t). Aca el sentido de la frase “buena aproxi-
macién” es en términos de minimos cuadrados, esto es, el filtro éptimo es la
solucién al problema de minimizacién de la siguiente “funcional“ (funcién de
funcién):

) = [ 16o(0) = GO (10,5
6 en la representacién en frecuencia
. . 2
ﬂd:/‘GW@—GW)mu (10.6)
R
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De acuerdo al enfoque de Wiener, se propone la siguiente funcién de
transferencia aproximada

Gy(w) = L) (10.7)

o = |
_ /SR|é|2{|§|2‘1—q3‘2+|ﬁ|2‘g5’2} dw (10.8)

Para optimizar esta expresion basta con encontrar el punto critico de J, es

decir, “diferenciar“ con J respecto a ¢, igualar a cero y encontrar la solucion
a la ecuacion j—; = 0. Al llevar este procedimiento a término, resulta que el

filtro éptimo esta dado por:

o B
M @R+ P o

10.2. EIl Caso Discreto

10.2.1. Presentacion del Problema

Es interesante rediscutir todo el problema de deconvolucion en el marco
de las senales discretas. Para ello es interesante utilizar la representacion de la
senal en términos de la transformada Z. En efecto, sabemos que en ausencia
de ruido y en virtud del teorema de convolucién, la transformada Z de la
salida de un filtro se escribe en la forma:

Z[V] = Z|G)Z[¢] (10.10)

De esta manera, la transformada Z de la funcién de transferencia del
sistema tendrd la estructura:

Z[G] = 212 (10.11)
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Una vez mas estamos “dividiendo®, y esto introduce problemas asociados a
las singularidades.

10.2.2. Filtros Inversos

Con el fin de familiarizarnos mas con el problema de las singularidades
discutamos un problema particular: el calculo del filtro “inverso“ de un sis-
tema, esto es tratemos de encontrar cudl es el filtro cuya convolucién con una
entrada dada produce la senal' S = (1,0,0,....)%

Ciertamenrte, en la representacion de transformada Z, la solucion al prob-
lema es:

1
Z7NU) = — 10.12
U= 55 (10.12)
donde 1/Z[U] es el polinomio inverso a Z[u].
Para ser mds explicitos, consideremos el caso del filtro diferenciador (D)

cuya representacion en transformada Z es la siguiente:

Z|D]=z—1 (10.13)

Ciertamente, el filtro inverso del diferenciador es el filtro integrador (del
que ya hemos discutido que es problematico por poseer una singularidad para
frecuencia 0). El célculo explicito del filtro inverso resulta en

11 2 .3
ZM=——=—7—=(0+24++2"+ ) (10.14)

Ejercicio 6 Verifique que Z[D|Z[I] = 1.

Ahora bien, es evidente que el problema de la singularidad esté presente
(2 =1) es un polo de Z[I, y cabe preguntarse lo siguiente: jen que se mani-
fiesta la singularidad?.

Una forma de responder consiste en observar la serie de tiempo asociada
al filtro integrador:

I=(1,1,1,1,....) (10.15)

lsiguiendo la notacién que hemos introducido, primera muestra es en t = 0
2Observemos que la sefial (1,0,0,0...) es el elemento unidad de la convolucién discreta.
Por esto, si A(z) y B(z) satisfacen: A(z)B(z) =1 se dice que son “inversos” entre si.
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Al calcular la potencia del filtro (recordemos que la potencia es la autocor-
relacién de la se nal) resulta

Potencia = Corr(I,1) =1+1+1+1+...... = ool!l (10.16)

que es un fenémeno inesperado, por cierto que a filtro con estas caracteristicas
(energfa infinita) se denomina inestable.

Una solucién parcial al problema de la inestabilidad se consigue si en
lugar del filtro integrador “exacto® utilizamos un filtro “integrador aproxi-
mado*“ [6]. Para ello comencemos por introducir un pardmetro auxiliar real
0 < p <1y un filtro dependiente de p dado por la formula:

flp,z) = =—(1+pz+p*22 +p°2° +....) (10.17)

Ciertamente este filtro es estable en el sentido de que la potencia de la
senal discreta de tiempo asociada a la serie de potencias de z es finita, en
efecto, para todo p < 1 la potencia esta dada por

_l—pz

1
1—p?

Potencia =1+ p> + p* + ... + p*... :Zp% = < 00 (10.18)
p=0

Ahora bien, es claro que f (p = 1,z) = Z [I] esto es, el filtro integrador se
obtiene a partir del filtro paramétrico f simplemente evaluando la variable
auxiliar p en el valor limite p = 1 para el cual la potencia de f se hace
divergente. Ciertamente f debe tener algun significado, la pregunta es: jcual
sera?. Para responder a esto volvamos al filtro integrador

1
1—=z

y recordemos la naturaleza de la singularidad que se presenta para z = 1,
sustituyendo el valor: z = €@ resulta evidente una vez mas que la singular-
idad del filtro integrador ocurre para frecuencia 0, como veremos a contin-
uacion, esto da una clave para entender el signicado de p.

Concentremonos de nuevo en el filtro f e introduzcamos los siguientes
numeros complejos: s = @ — ilog(p) y ¢ = (= €!°8(Pei™ = pz) en términos
de los cuales, el filtro f se puede reescribir en la forma:

Z I =

f(p2) = gle) = ———

_1—g
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es obvio que mientras se cumpla la condicién p < 1 el modulo del numero
complejo ¢ sera siempre menor que 1 y claro, en ese dominio (el interior del
circulo unitario) g(<) no tiene singularidades, de esta forma, s estd actuando
como una frecuencia compleja cuya parte imaginaria log(p) garantiza la es-
tabilidad del filtro f ya que la singularidad en @ = 0 ha desaparecido, esto
ha ocurrido a expensas de amortiguar (en el tiempo) a cualquier senal sobre
el que se aplique (recordemos que para pasar al tiempo discreto solo hay que
sustituir z — 2! donde ¢ representa el instante en que se toma la muestra).
Mas aun, cuando p — 1 (limite de no amortiguamiento) recuperamos el filtro
integrador, el filtro f es el integrador "aproximado”, y puede utilizarse con
cierta propiedad, sin embargo, aun presenta un problema importante: el filtro
tiene demasiados términos (de hecho, co terminos) y esto hace que este filtro
sea inutil en las aplicaciones, evidentemente podriamos pensar en cortar en
algin punto asociado a alguna potencia de p, lo que nos daria algin con-
trol sobre el error en p pero no demasiado acerca del valor de f como filtro
inverso.

10.2.3. Minimos Cuadrados

Una solucién practica al problema de deconvolucién que nos permite tener
control sobre la longitud y calidad del filtro inverso consiste en seguir de cerca
la propuesta de Wiener, es decir, utilizar el método de minimos cuadrados.

Comenzaremos recordar que el objetivo de la deconvolucién por el méto-
do de minimos cuadrados consiste en construir una solucion aprozimada al
problema:

GxE=S5 (10.19)

donde F y S (la entrada y salida de un sistema) son filtros conocidos. Al
igual que en la seccion 10.5 la solucién de minimos cuadrados consiste en
encontrar un filtro G0, que minimice el error cuadratico promedio entre la
convolucion de la senal de entrada con el filtro aproximado y la respuesta del
sistema, de acuerdo con esto, el filtro aproximado se consigue como sigue,

Definicién 17 Dadas dos senales discretas E y S relacionadas por S =
G xS, el filtro aproziamdo por minimos cuadrados Gapror estd dado por el
filtro que minimiza la funcidn objetivo (6 funcion de costo):

J[G] = |G * E - S|? (10.20)
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Para resolver este problema de optimizacién es interesante recordar que
la convolucién admite una representacién matricial, en la cual el filtro G x E
estd representado por el vector columna que se obtiene de multiplicar al
vector (G) que representa a la senal G por la matriz E.

De esta forma, y usando la notacion matricial, el filtro aproximado es el
vector que optimiza a la forma cuadratica:

J|G] = |EG - B|*=(GI-B)" (GI - B)
= G'E'EG - G"E’S - S"EG +8'S (10.21)
donde AT indica el traspuesto de A. Ciertamente, los extremos de J se
encuentran en sus puntos criticos, asi que, para encontrar el filtro optimo G,
basta con anular el gradiente de J con respecto a GT (0o G) , igualar a cero

y resolver el sistema de ecuaciones resultantes. Al efectuar estas operaciones
se obtiene:

VerJ =E'EG -E’S=0 (10.22)
de donde resulta que el valor optimal (es decir, el filtro aproximado) esta dado
por

Gop = Gupror = (ETE) ' ETS (10.23)

Ejemplo 13 Para fijar estas ideas vamos a considerar un ejemplo tomado
directamente de la referencia [6]. El problema consiste en encontrar un filtro
de dos muestras (f = (fo, f1)) que transforme la senal

E=(..,0,0,2,1,0,0,---) (10.24)

en un pulso unitario (spike): S = (1,0,0).
Al efectuar la convolucion de la senal de entrada con el filtro (f x E)
resulta:

Ep=fxE=(2fo, fo+2f1, f1) (10.25)

resultado que en términos matriciales se representa en la forma:

E; = ( ?1) ) (10.26)

O~ N
_= N O
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y el problema de la construccion del filtro aproxrimado se reduce a minimizar
la funcion objetivo:

T (for f1) = |15 — Eq? (10.27)

al utilizar la solucion estandar:

G,= (ETE) 'ETS (10.28)

() a (%) () -(4) oo

resultado que podemos convolucionar de nuevo con la senal de entrada para
obtener:

se obtiene:

2 0 10 2
1 2 ( 2 ): = (10.30)
01 —=

que ciertamente es una aproximacion razonable a un spike.

Queremos concluir este capitulo llamando la atencion sobre el hecho de que
en la solucion estandar

G,= (ETE) " ETS (10.31)

no hay garantias acerca de las propiedades de invertibilidad de la matriz
M = ETE. Este problema se resuelve generalmente regularizando la matriz
M por un procedimiento sencillo que consiste en anadir a M una matriz di-
agonal, esto es, se efectua la substitucion: M — M + A1, este procedimiento
mejora ostensiblemente las propiedades de invertibilidad de la matriz (condi-
cionamiento) y es conveniente cuando se utilizan algoritmos de inversién de
tipo iterativo (Gauss Seidel por ejemplo).



Capitulo 11

La transformada de Fourier
Rapida

El objetivo de este capitulo consiste en esbozar algunas de las ideas que
soportan un algoritmo de calculo para la transformada de Fourier discreta
conocido como transformada de Fourier rdpida! (FFT). Solo vamos a presen-
tar un esbozo muy breve aunque suficiente para ilustrar las nociones béasicas.
Al lector interesado en la construccion general y en las versiones mas mod-
ernas del algoritmo lo invitamos a revisar la referencia [9].

Comencemos por recordar la definicion férmul(8.14) que permite calcu-
lar las muestras de la transformada de Fourier de una senal discreta de N
muestras

N—-1
X(n) =Y a(k)e >N n=01,.,N-1 (11.1)
k=0

que como ya habiamos discutido puede expresarse en forma matricial como
X = MX (11.2)

donde X y X son los vectores que representan a la senal en los dominios de
tiempo y frecuencia respectivamente

Ahora bien, para las aplicaciones debemos trasladar el calculo de la DFT
a un programa que corra en un computador. Al pensar en esos términos
salta a la vista que en vista de que las componentes de M son complejas y

IFast Fourier Transform
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si asumimos que la senal en tiempo tiene valores complejos, que son nece-
sarias N2 multiplicaciones complejas y (N)(N — 1) adiciones complejas para
completar el calculo de X. Para una sefial larga este niimero de operaciones
pueden provocar que el calculo sea relativamente costoso. Afortunadamente,
las propiedades especiales de M permiten introducir un algoritmo que per-
mite reducir el nimero de operaciones y por lo tanto el tiempo de calculo de
manera dramatica.

No queremos presentar el algoritmo FFT en detalle, sino méas bien mostrar
las propiedades que lo hacen posible. Para ello y para que la exposicién sea
lo mas simple posible consideremos el célculo de la DFT de una senal de
N = 4 muestras, cuya representacién en los dominios de tiempo y frecuencia
esta dada por los vectores

2(0) X(0)

_ | =(1) - | X(D)
x= | ,(2) X = 22 (11.3)

(3) X(3)

En este caso, y como habiamos visto en el ejemplo 11 en el capitulo 8, la
matriz que relaciona ambas senales es

1 1 1 1
T wt w2 w3
1 w2 1 w?
w3 w2 wt
En donde se ha utilizado el hecho de que las entradas de la matriz estan
dadas por W™medN propiedad que como veremos a continuacién, constituye

la base para construir el algoritmo FFT.
Consideremos las matrices

M = (11.4)

1 WO 0 0 10w o
(1 w20 o o1 0w
E=1o o 1w 2501 0wz o (11.5)
0 0 1 W 01 0 W

el producto K = F1F5 da como resultado
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1 1 1 1
1 w2 o1 w2
1wt w2 w3
0 0 1wt
que salvo la permutaciéon entre la 2 y 3 filas es idéntica a la matriz M, en
otras palabras, M puede factorizarse como

M - P1<_,2F1F2 (117)

K = (11.6)

. donde P;_, es la matriz que permuta? las filas 1 y 2. En lugar de hacer
esto vamos a introducir un vector auxiliar X definido por:

X (0)
X(n) = ﬁg% (11.8)
X(3)
de manera que
X =Kx (11.9)

asi, si queremos calcular X basta con encontrar X y permutar las compo-
nentes importantes. Ahora bien, punto parece que estuviéramos haciendo
algo sin sentido, ahora en lugar de multiplicar una matriz por un vector hay
que multiplicar entre si dos matrices, luego multiplicar por el resultado a un
vector y luego hay que permutar dos elementos del vecor (lo que en principio
es otro producto matricial més). Cabe preguntarse, ;hacia adonde vamos?,
;no estaremos haciendo algo complicando més las cosas?. La respuesta a esto
llegara, por el momento seamos pacientes solo falta un poco para ver la luz
detras del algoritmo FF'T.

Por el momento vamos a continuar estudiando lo que tenemos en la mano
y vamos a calcular el vector X' con el fin de evaluar el nimero de operaciones
requeridas para calcular sus componentes (es decir, para encontrar las mues-
tras de la sefial en el dominio de la frecuencia). Comencemos por definir un

vector® x(© = x y calculemos las componentes del vector x(V) = Fox(©) | es
2
1 0 0 0
0 0 1 0
Pica=10 1 0 0
00 0 1

3esto es solamente por conveniencia en la notacién
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decir, comencemos por calcular

zM(0) 10 W’ o z(©(0)
xM(1) 01 0 Wo|[2©()
) [T 110 w2 oo | |00 (11.10)
M (3) 01 0 WwW2) \z3)
El elemento x(V(0) se calcula como
21y(0) = 2©(0) + W2 (0)(1) (11.11)

de manera que para el calculo se requieren una multiplicacion y una adi-
cién complejas (WP no es reducido a la unidad para desarrollar un resultado
generalizado). El elemento 2™ (1)

2(0) = 2@(0) + Wz (2) (11.12)

tambien se determina también por una multiplicacién y una adiciéon comple-
jas. Sin embargo, solo se requiere una adicién compleja para calcular z(1)(2),
en efecto, W° = —W?2 y por lo tanto

2W(2) = 2(0)(0) + W22 0(2)
= 290) - w20 (2) (11.13)

pero la multiplicacién compleja W2 (2) ya ha sido calculada durante la
determinacién de 2™ (0) lo que concluye el argumento. Un razonamiento
similar demuestra que :1:(1)(3) se calcula mediante una sola adiciéon compleja.
En definitiva, hemos demostrado que para calcular el vector intermedio x(*)
solo hacen falta cuatro adiciones y dos multiplicaciones complejas.

Para completar el calculo hay que realizar otro producto matricial (x? =
F,x)) para obtener:

X(0) 2(2)(0) 1 W 0 o0 z1(0)
X(2) (1) 1 W2 0 0 zM(1)
X | " 1222 ) o o 1 w200 (11.14)
X(3) ?(3) 0 0 1 w3 \aM(3)

Una vez mas podemos contabilizar el nimero de operaciones, pero co-
mo ya hemos mostrado los argumentos del conteo nos limitaremos a dar los
resultados (le invitamos a que los verifique (ejercicio)) , (2 (0) se obtiene
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mediante una multiplicacién y una adicién complejas, z(?)(1) también me-
diante una adicién compleja (recuerde que WY = —W? y que el resultado
de las multiplicaciones se puede almacenar). z(?(2) se determina mediante
una multiplicaciéon y una adicién complejas, y x(2)(3) por sélo una adicién
compleja.

En definitiva, el mecanismo de calculo que hemos utilizado permite cal-
cular X a través de un total de cuatro multiplicaciones y ocho adiciones
complejas, en comparacién con las 16 multiplicaciones y 12 adiciones com-
plejas que serian necesarias si realizaramos el cdlculo a trvés del producto
X = Kx. El tedioso ejercicio tedrico de factorizacion de la matriz K como
K = F,F; ha pagado un modesto dividendo reduciendo -en este ejemplo- el
nimero total de productos complejos en un factor de 2 y reduciendo en 4 el
nimero de adiciones complejas. Evidentemente esta reduccién proviene del
elevado nimero de entradas nulas que poseen las matrices F; y Fy que reduce
significativamente el nimero de multiplicaciones necesarias para completar
el calculo.

Lo interesante del resultado estriba en que para senales cuyo nimero de
muestras sea una potencia entera de dos (N = 27) la factorizaciéon puede
generalizarse de manera sistematica. Debido a que el tiempo de computacion
estd significativamente gobernado por el niimero de multiplicaciones requeri-
das, la factorizacién (que constituye la base del algoritmo) es la razén de la
eficiencia de la FFT.

En todo caso, en este punto auno no hemos concluido el trabajo, en
efecto, hemos calculado el vector X' (n) cuyas entradas contienen los valores
del vector (la transformada de Fourier que estamos buscando) X pero no en
el orden adecuado, esto es, hemos calculado

X(0) X(0)
X(2) | X
X = X(1) en lugar de X = X(2)
X(3) X(3)

en principio, para completar el calculo deberiamos multiplicar al vector X
por una matriz de transposiciéon, pero como queremos ahorrar calculos eso
no es lo que vamos a hacer. Para reordenar al nuevo vector (X'(n)) lo vamos
a reescribir enumerando a las entradas por los valores binarios del indice n:
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X(0) X(00)
X(2) X(10)
x| = | xon (11.15)
X(3) X(11)

La observacién final es la siguiente, si invertimos los el orden de los 1’s
y 0’s en argumentos binarios (es decir, mapeamos 01 — 10, 10 — 01, etc.),
resulta

X (00) X(00)
X(10) xon| <
X(11) X(11)

Dicho en forma muy cruda, la transformada de Fourier rapida no es otra
cosa que un procedimiento de factorizaciéon de las matrices (M) que permiten
el calculo de la transformada de Fourier discreta que generaliza el proced-
imiento que acabamos de mostrar. En el caso general en que el nimero de
muestras es N = 27, el algoritmo FF'T permite utilizar las propiedades espe-
ciales de transformar la matriz de transformacién My y en v matrices (de
dimensién N x N) cuya estructura permite reducir enormemente el nimero
de multiplicaciones y adiciones complejas que habria que efectuar para com-
pletar el producto Mx.

En el ejemplo que acabamos de presentar el procedimiento requiere Ny/2 =
4 multiplicaciones complejas y Ny = 8 adiciones complejas, mientras que el
método directo necesita N? = 16 multiplicaciones complejas y (N)(N—1)+12
adiciones complejas (ver Figurall.l).

En el caso general (y si asumimos que el tiempo de computacion es pro-
porcional al nimero de multiplicaciones), se puede probar que la relacién
aproximada entre el tiempo de computacion del método directo y el requeri-
do por la FFT esta dada por:

N? 2N
Nv/2 v
Asi por ejemplo, para N = 1024 = 219 la reduccién es de mas de 200 a 1. La
Figura 11.1 ilustra la relacién entre el niimero de multiplicaciones requeri-
das usando la transformada rapida de Fourier comparada con el nimero de
multiplicaciones usando el método directo.

En el caso de una senal con un ntimero arbitrario K de muestras el al-
goritmo puede utilizarse completando la senal con ceros hasta completar un

(11.17)
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=4in fft.ps

Figura 11.1: Comparacién entre el Nro. de multiplicaciones complejas re-
queridas, en el calculo directo, y en el algoritmo de Transformada Rapida de
Fourier (FFT).

nimero de muestras igual a la potencia de 2 inmediatamente superior a K
(este procedimiento se conoce como “zero padding”).

11.1. Cdbdigo para FFT

En esta seccién presentamos un codigo para la FFT en Lenguaje C

Las entradas al programa son: signal[], un apuntador a la senal discreta
compleja, N, el nimero de muestras, nu (N = 2") y dir, el sentido de la
transformacion (dir = +1 si la transformacién es directa, y dir = —1 si la
transformacién es inversa.

int ibitr(int j,int nu)
{
int j1, j2, i, ibit;
jt =3;
ibit = 0;
for (i=0; i<nu; i++)
{
j2 = j1/2;

ibit = ibitx 2+(j1-2%j2);
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return (ibit);

void FFT(complex signal[],int N,int nu,int dir)
{

complex factor, temp;

float arg;

int n2, nul, p, ki1, k, kiN2, i, 1, z;

n2=N/2;

nul=nu-1;

k=0;

for (1=0; 1l<nu; 1++)

{

do

for (i=0; i< n2; i++)
{

z=k/pow(2,nul);

p = ibitr(z,nu);

arg = 6.283185%p/(float)N;

95
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factor.re=cos(arg);
factor.im=sin(arg);
if (dir==1)

factor = factor;
else

factor.im=-(factor.im);

kiN2 = k1 + n2;

temp.re=((signal [k1N2] .re)*factor.re)+((signal [k1N2].im)*factor.im);
temp.im=((signal [k1N2].im)*factor.re)-((signal [k1N2].re)*factor.im);
signal [k1N2] .re= signal[kl].re - temp.re;

signal [k1N2] .im= signal[kl].im - temp.im;

signal[kl] .re = signall(kl].re + temp.re;

signal[kl] .im = signal(kl].im + temp.im;

k++;
k =k + n2;
Iwhile (k<N);

k = 0;
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nul--;

n2 = n2/2;

for (k=0; k<N; k++)
{

i = ibitr(k,nu);

if (i<=k) continue;

M. I. Caicedo y M. Aldana

memcpy (&temp, &signal [k] ,sizeof (complex)) ;

memcpy (&signal [k] ,&signal[i],sizeof (complex));

memcpy (&signal [i] ,&temp,sizeof (complex)) ;

+
if (dir==-1)

{

for (k=0; k<N; k++)

{

signal [k] .re=(signall[k].re)/(float)N;

signal[k].im=(signall[k].im)/(float)N;
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